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5PVU EBCPSE KF SFNFSDJF :WFT %FOOFVMJO QPVS BWPJS BDDFQUÏ EF QSÏTJEFS MF KVSZ EF DFUUF UIÒTF BJOTJ
RVF /JDPMBT ćJÏSZ FU # %BWJE 4BVOEFST QPVS BWPJS SBQQPSUÏ DF NBOVTDSJU FU BQQPSUÏ EF QSÏDJFVTFT
BNÏMJPSBUJPOT
-F DIFNJOFNFOU KVTRVË MB SÏEBDUJPO EF DFUUF UIÒTF OB QBT UPVKPVST ÏUÏ GBDJMF FU KF UJFOT Ë SFNFSDJFS
JDJ UPVUFT MFT QFSTPOOFT RVJ NPOU BJEÏ TPVUFOV FODPVSBHÏ QFOEBOU DFT RVBUSF BOOÏFT
$FTU FOTVJUF Ë NPO EJSFDUFVS EF UIÒTF +FBO(VJMMBVNF %VNBT RVF WPOU NFT SFNFSDJFNFOUT QPVS
TFT DPOTFJMT TPO FOUIPVTJBTNF FU UPVU QBSUJDVMJÒSFNFOU TFT TVKFUT JOUÏSFTTBOUT TFT QSPQPTJUJPOT BNCJ
UJFVTFT FU TFT JEÏFT QSPEVDUJWFT
*M Z B UPVUF MÏRVJQF EV QSPKFU -JO#PY RVJ NB EPOOÏ FOWJF EBQQSFOESF MFT MBOHBHFT $$ EF DPOUSJ
CVFS MJCSFNFOU EV DPEF FU TVSUPVU EPSJFOUFS VOF QBSUJF EFNFT USBWBVY EF UIÒTF WFST EFT BTQFDUT Ë MB GPJT
QSBUJRVFT FU EF DPODFQUJPO MPHJDJFMMF &O QBSUJDVMJFS JM Z B FV EF OPNCSFVTFT DPOWFSTBUJPOT FU ÏDIBOHFT
BWFD $MÏNFOU 1FSOFU %BWJE # 4BVOEFST 1BTDBM (JPSHJ RVJ POU BNFOÏ VO USBWBJM USÒT QSPEVDUJG -FT
NVMUJQMFT TÏKPVST Ë (SFOPCMF EF +FBO'SBOÎPJT #JBTTF 	6OJWFSTJUZ PG $BMHBSZ
 POU ÏUÏ USÒT JOUFOTJGT FU
QSPEVDUJGT +F SFNFSDJF BVTTJ 8BZOF &CFSMZ RVJ NB BDDVFJMMJ Ë MVOJWFSTJUÏ EF $BMHBSZ "MCFSUB BV $B
OBEB o BJOTJ RVF MF DIBMFVSFVY BDDVFJM RVJ NB ÏUÏ GBJU QBS MFT DBOBEJFOT RVF KBJ SFODPOUSÏT EVSBOU DFU
IJWFS ƊƈƈƑoƊƈƉƈ
"V TFJO EV MBCPSBUPJSF KF SFNFSDJF 3PMBOE %FOJT QPVS OPT OPNCSFVTFT EJTDVTTJPOT TVS MFT TVCUJ
MJUÏT EF EJWFST MBOHBHFT EF QSPHSBNNBUJPO RVJ NPOU QFSNJT EF SÏTPVESF EF OPNCSFVY QSPCMÒNFT -B
TZNQBUIJRVF BNCJBODF RVJ SÒHOF FOUSF UIÏTBSET EBOT MB UPVS *3." FTU BVTTJ VO BUPVU DFSUBJO QPVS
OPVT BJEFS Ë USBWFSTFS TFSFJOFNFOU DFT BOOÏFT EF UIÒTF NFSDJ Ë UPVT  1MVT QBSUJDVMJÒSFNFOU KF SFNFS
DJF 4PVMFZNBOF ,BESJ $ISJTUPQIF $IBCPU ćPNBT 0CFSMJO PV (VJMMBVNF 0MMJFS RVJ TF TPOU TVDDÏEÏT
EBOT OPUSF SFNBSRVBCMF CVSFBV 16 &OĕO MF USBWBJM QBSGBJU EV QFSTPOOFM BENJOJTUSBUJG EV ƌF ÏUBHF FTU Ë
BQQSÏDJFS FU Ë SFNFSDJFS
'JOBMFNFOU KF UJFOT Ë SFNFSDJFS UPVU QBSUJDVMJÒSFNFOU MFT QFSTPOOFT EF MB WJF FO EFIPST EF MB UIÒTF
RVJ NPOU TPVUFOVFT FU FODPVSBHÏFT OPUBNNFOU NFT QBSFOUT FU HSBOETQBSFOUT NPO BNJF $IMPÏ +F OF
WFVY QBT OPO QMVT PVCMJFS NFT BNJT EBWBOU PV NFT DPNQBHOPOT EF DPSEÏF RVJ TF SFDPOOBÔUSPOU FU RVJ






5BCMF EFT NBUJÒSFT W
5BCMF EFT ĕHVSFT JY
-JTUF EFT UBCMFBVY YJ
-JTUF EFT BMHPSJUINFT YJJJ




2VFMRVFT QSPCMÏNBUJRVFT EV DBMDVM FYBDU                             Ƌ
&OWJSPOOFNFOU MPHJDJFM                                      ƌ
1MBO EV NÏNPJSF                                          ƍ
/PUBUJPOT Ə
* .VMUJQMJDBUJPO FďDBDF EF NBUSJDFT EFOTFT Ƒ
*OUSPEVDUJPO ƉƉ
-BMHPSJUINF EF 4USBTTFO FU TFT WBSJBOUFT                             ƉƉ
-FT BMHPSJUINFT QPVS MF QSPEVJU $ Ъ "#                          ƉƊ
1SPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO $ Ъ $ , "#                          ƉƋ
*NQMBOUBUJPOT EBOT MFT MPHJDJFMT EF DBMDVM FYBDU                      ƉƋ
1MBO EF MB QSFNJÒSF QBSUJF                                     Ɖƌ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT Ɖƍ
W
3FNFSDJFNFOUT
ƉƉ .FJMMFVS QMBDFNFOU FO NÏNPJSF  VO KFV EF HBMFU                     ƉƎ
ƉƉƉ 1SÏTFOUBUJPO HÏOÏSBMF EV QSPCMÒNF                        ƉƎ
ƉƉƊ -F KFV EF HBMFU                                    ƉƏ
ƉƉƋ *NQMBOUBUJPO EV KFV EF HBMFU                            ƉƐ
ƉƉƌ $PODMVTJPO FU QSPMPOHFNFOUT                           ƊƉ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF                          ƊƉ
ƉƊƉ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD FOUSÏFT DPOTUBOUFT  VOF QSFNJÒSF BQQSPDIF       ƊƊ
ƉƊƊ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD ÏDSBTFNFOU EFT PQÏSBOEFT  DBT DBSSÏ          ƊƏ
ƉƊƋ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD FOUSÏFT DPOTUBOUFT  DBT DBSSÏ               ƋƊ
ƉƊƌ $BT HÏOÏSBM  PSEPOOBODFNFOUT IZCSJEFT                     ƋƊ
ƉƊƍ 4ZOUIÒTF                                       ƋƎ
ƉƊƎ *NQMBOUBUJPO EFT OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT                  ƋƎ
ƉƋ 1SPMPOHFNFOUT                                        ƋƎ
Ɗ 3FDIFSDIF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO ƋƑ
ƊƉ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF            ƋƑ
ƊƉƉ 1SÏTFOUBUJPO FU GPSNBMJTBUJPO EV QSPCMÒNF                    ƋƑ
ƊƉƊ 1SÏQBSBUJPO EF MJNQMBOUBUJPO EF MB SFDIFSDIF EF GPSNFT CJMJOÏBJSFT       ƌƈ
ƊƉƋ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT                  ƌƊ
ƊƉƌ 6UJMJTBUJPO EF GPSNVMFT BQQSPDIÏFT TVS MFT DPSQT ĕOJT               ƌƍ
ƊƊ 1SPMPOHFNFOUT                                        ƌƎ
** .VMUJQMJDBUJPO NBUSJDF DSFVTF FU WFDUFVS EFOTF ƌƏ
*OUSPEVDUJPO ƌƑ
1PVSRVPJ MPQÏSBUJPO 4Q.7                                     ƌƑ
(ÏOÏSBMJUÏT TVS 4Q.7                                       ƍƈ
'PSNBUT EF TUPDLBHF                                     ƍƈ
0VUJMT MPHJDJFMT                                        ƍƈ
-ÏWPMVUJPO EV NBUÏSJFM                                       ƍƉ
1MBO EV DIBQJUSF                                          ƍƊ
Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV ƍƋ
ƋƉ 'PSNBUT USBEJUJPOOFMT                                    ƍƋ
ƋƊ *NQMBOUBUJPO EF CBTF                                    ƍƏ
ƋƊƉ 3FQSÏTFOUBUJPO EFT DPSQT ĕOJT                           ƍƏ
ƋƊƊ "EBQUFS MFT CJCMJPUIÒRVFT OVNÏSJRVFT                       ƍƑ
ƋƊƋ 6UJMJTBUJPO E0QFO.1                                ƍƑ
ƋƋ /PVWFBVY GPSNBUT                                      ƍƑ
ƋƋƉ 1SFNJFS FTTBJ  DPNQJMBUJPO Ë MB WPMÏF 	+*5
                    ƎƉ
ƋƋƊ 1SJTF FO DPNQUF EFT                                ƎƊ
ƋƋƋ 3FUPVS TVS MFT GPSNBUT EF CBTF                           ƎƋ
ƋƋƌ 'PSNBUT IZCSJEFT                                  Ǝƌ
ƋƋƍ "MHPSJUINF IFVSJTUJRVF QPVS MF DIPJY EFT GPSNBUT                Ǝƌ
Ƌƌ 7FSTJPO JUÏSBUJWFT FU QBS CMPDT EF WFDUFVST                         Ǝƌ
ƋƌƉ 6UJMJTFS MFT NVMUJWFDUFVST                             Ǝƍ
WJ
3FNFSDJFNFOUT
ƋƌƊ 1FSGPSNBODF FU QSPCMÒNFT                             Ǝƍ
Ƌƍ 1SPMPOHFNFOUT                                        ƎƏ
ƌ "QQMJDBUJPO BV DBMDVM EV SBOH ƎƑ
ƌƉ 1BSBMMÏMJTBUJPO EF 4Q.7 TVS $16 FU (16                          ƎƑ
ƌƉƉ 1BSBMMÏMJTBUJPO EV DBMDVM EF MB TVJUF NBUSJDJFMMF                  Əƈ
ƌƉƊ 1BSBMMÏMJTBUJPO EV DBMDVM EFT ϯCBTFT                        Əƈ
ƌƉƋ $BMDVM QBSBMMÒMF EV DPEFHSÏ EV EÏUFSNJOBOU                   ƏƊ
ƌƉƌ 1FSGPSNBODFT EF MB WFSTJPO QBSBMMÒMF EF MBMHPSJUINF EF 8JFEFNBOO       ƏƋ
ƌƊ 1SPMPOHFNFOUT                                        ƏƋ
*** $PODFQUJPO MPHJDJFMMF QPVS VOF CJCMJPUIÒRVF EF DBMDVM Əƍ
*OUSPEVDUJPO ƏƏ
2VFMRVFT QSPCMÒNFT FU EÏĕT QPVS VOF CJCMJPUIÒRVF EF DBMDVM                  ƏƏ
-F DIPJY EV MBOHBHF $ NPEÒMF MB CJCMJPUIÒRVF                         ƏƐ
$POĕHVSBUJPO FU JOTUBMMBUJPO TJNQMJĕÏFT QSÏBMBCMF Ë VOF CPOOF DPODFQUJPO          Ɛƈ
1MBO EF MB USPJTJÒNF QBSUJF                                     ƐƊ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO ĭVN ƐƋ
ƍƉ .BUSJDFT FU 7FDUFVST EBOT -JO#PY  TJNQMJĕDBUJPO FU IPNPHÏOÏJTBUJPO          ƐƋ
ƍƉƉ /PVWFMMFT NBUSJDFT FU WFDUFVST EBOT -JO#PY                    Ɛƌ
ƍƉƊ 0QÏSBUFVS rebind FU NPEÒMF EBMMPDBUJPO                     ƐƎ
ƍƉƋ %FTDSJQUJPO EFT NBUSJDFT BLAS FU DSFVTFT                     ƐƎ
ƍƉƌ 1FSNVUBUJPOT                                    ƐƑ
ƍƉƍ 1SPMPOHFNFOUT                                   Ƒƈ
ƍƊ -B TPMVUJPO NVM                                       Ƒƈ
ƍƊƉ .VMUJQMJDBUJPO HÏOÏSJRVF  TZTUÒNF DPOUSÙMFVSoNPEVMFT             ƑƉ
ƍƊƊ /PVWFMMFT SPVUJOFT BLAS EBOT ''-"4                        ƑƊ
ƍƊƋ .VMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT FOUJÒSFT                        Ƒƍ
ƍƊƌ $PODMVTJPO QSPMPOHFNFOUT                            ƑƏ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT ƉƈƉ
ƎƉ (BSBOUJS EFT QFSGPSNBODFT QBS MFVS NFTVSF 	CFODINBSLJOH
               ƉƈƊ
ƎƉƉ %FT CFODINBSLT QPVS NFTVSFS UFTUFS QBSBNÏUSFS                 ƉƈƊ
ƎƉƊ 6OF GSBNFXPSL EF CFODINBSLT QBSUBHÏF QBS MFT VUJMJTBUFVST FU MPQUJNJTFVS   ƉƈƋ
ƎƉƋ 1SPMPOHFNFOUT                                   ƉƈƎ
ƎƊ "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT  DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF             ƉƈƏ
ƎƊƉ 0QUJNJTBUJPOT NJDSPPQUJNJTBUJPOT  EÏĕ PV UFNQT QFSEV            ƉƈƐ
ƎƊƊ $PODFQUJPO HÏOÏSJRVF QBS CVJMEJOH CMPDLT 	CSJRVFT NPEVMBCMFT
         ƉƈƑ
ƎƊƋ $PODMVTJPO                                     ƉƉƊ
Ə "NÏMJPSBUJPO EF MB RVBMJUÏ EV DPEF ƉƉƋ
ƏƉ $PNNFOU EPDVNFOUFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF                    ƉƉƌ
ƏƉƉ "OOPUFS QSPQSFNFOU FU TJNQMFNFOU MF DPEF                    ƉƉƌ
ƏƉƊ %PDVNFOUFS TJNVMUBOÏNFOU FU FďDBDFNFOU MB CJCMJPUIÒRVF QPVS MVUJMJTBUFVS FU
MF EÏWFMPQQFVS                                    ƉƉƍ
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3FNFSDJFNFOUT
ƏƉƋ 1SPMPOHFNFOUT                                   ƉƉƎ
ƏƊ 3FOESF MF DPEF QMVT TßS                                   ƉƉƏ
ƏƊƉ 5FTUFS FU WÏSJĕFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF                   ƉƉƏ
ƏƊƊ /PSNBMJTBUJPO EV DPEF  SPCVTUFTTF FU QÏSFOOJTBUJPO               ƉƉƑ
ƏƋ $PODMVTJPO                                          ƉƊƍ
$PODMVTJPO ƉƊƏ






ƈƉ -JO#PY  VO JOUFSHJDJFM                                   ƍ
ƉƉ "SCSF EFT EÏQFOEBODFT EBOT MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE                  ƉƎ
ƉƊ "SCSF EFT EÏQFOEBODFT QPVS $ Ъ ϟ"# , Ϡ$ BWFD Ǝ BDDVNVMBUJPOT           ƉƏ
ƉƋ "SCSF EFT EÏQFOEBODFT QPVS $ Ъ ϟ"# , Ϡ$ BWFD ƍ BDDVNVMBUJPOT           ƉƐ
Ɖƌ *NQPSUBODF EV OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT EBOT MB DPNQMFYJUÏ EF wacc          ƊƎ
ƊƉ 6O FYFNQMF EF QSPNQU                                   ƌƌ
ƊƊ 6OF DBQUVSF EÏDSBO EF MJOUFSGBDF 2U                            ƌƌ
ƋƉ 'PSNBU COO                                          ƍƌ
ƋƊ 'PSNBU CSR                                          ƍƌ
ƋƋ 'PSNBU CSC                                          ƍƌ
Ƌƌ 'PSNBU ELL                                          ƍƍ
Ƌƍ 'PSNBU ELL_R                                        ƍƍ
ƋƎ 'PSNBU DIA                                          ƍƎ
ƋƏ 'PSNBU JDS                                          ƍƎ
ƋƐ 'PSNBU BCSR                                         ƍƎ
ƋƑ 3FUBSEFS fmod                                         ƍƏ
ƋƉƈ 1FSGPSNBODFT EF òTQNWHQV TVS $16(16 FU floatdouble               ƍƐ
ƋƉƉ 'PSNBU CSR QBSBMMÏMJTÏ QBS 0QFO.1 BWFD / DVST TVS 1BMP"MUP!VKG FU TVS +PSBO!JNBH ƎƉ
ƋƉƊ 1SJTF FO DPNQUF EFT  MPST EF 4Q.7                            ƎƋ
ƋƉƋ $PNQBSBJTPO EFT QFSGPSNBODFT EFT EJWFST GPSNBUT EF TUPDLBHF TVS $16(16     ƎƋ
ƋƉƌ 'PSNBU COO_S                                        Ǝƌ
ƋƉƍ "DDÏMÏSBUJPO EV GPSNBU BVUPHÏOÏSÏ QBS SBQQPSU Ë CSR TVS $16 FU (16         Ǝƍ
ƋƉƎ .VMUJWFDUFVST FU BDDÏMÏSBUJPO EF òTQNWHQV TVS $16(16                Ǝƍ
ƋƉƏ "DDÏMÏSBUJPO TVS (16 EF òTQNWHQV QBS SÏVUJMJTBUJPO EF EPOOÏFT             ƎƎ
ƌƉ òTQNWHQV WT -JO#PY MPST EF MB HÏOÏSBUJPO EF MB TVJUF NBUSJDJFMMF             Əƈ
ƌƊ .VMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF QPMZOPNJBMF QBSBMMÒMF BWFD 0QFO.1              ƏƉ
ƌƋ $BMDVM FO QBSBMMÒMF EFT ϯCBTFT BWFD 0QFO.1                        ƏƊ
ƍƉ 'PSNBU EF ĕDIJFS $43                                    ƐƑ
3FNFSDJFNFOUT
ƍƊ 1BUSPO EF DPODFQUJPO DPOUSÙMFVSoNPEVMFT                         ƑƉ
ƍƋ $PODFQUJPO EVO BMHPSJUINF SÏDVSTJG DPOUSÙMÏ                       ƑƊ
ƍƌ $PNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF EF MB DBTDBEF 8JOPHSBE#-"4                 ƑƋ
ƍƍ $PNQMFYJUÏ TQBUJBMF EF MB DBTDBEF 8JOPHSBE#-"4                    ƑƋ
ƍƎ /PNCSF EBMMPDBUJPOT UPUBM QPVS MB DBTDBEF 8JOPHSBE#-"4               ƑƋ
ƎƉ &YFNQMF EF TPSUJF EF benchmark TVS 1FSTP!IPNF  fgemm                 Ɖƈƌ
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-JTUF EFT UBCMFBVY
ƈƉ $PNQBSBJTPO EFT UFNQT EFT QSPEVJUT BWFD PV TBOT BDDVNVMBUJPO             ƉƋҨ 0SEPOOBODFNFOUT QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF Ҩ
ƉƉ wino                                              ƊƊ
ƉƊ wacc                                              ƊƋ
ƉƋ accw                                              Ɗƍ
Ɖƌ accw2                                             ƊƎ
Ɖƍ IP                                               ƊƏ
ƉƎ IPbis                                             ƊƏ
ƉƏ OvL                                              ƊƐ
ƉƐ OvR                                              ƊƐ
ƉƑ OvLbis                                            ƊƑ
ƉƉƈ OvRbis                                            ƊƑ
ƉƉƉ AcLR                                              Ƌƈ
ƉƉƊ AccR                                              Ƌƈ
ƉƉƋ AccL                                              ƋƉ
ƉƉƌ Acc                                              ƋƊҨ Ҩ Ҩ
ƉƉƎ .VMUJQMJDBUJPO EFNBUSJDFT SFDUBOHVMBJSFT  UFNQT EF DBMDVMT FO TFDPOEFT TVS +PSBO!JNBH ƋƎ
ƉƉƍ 5BCMFBV HÏOÏSBM EFT DPNQMFYJUÏT                               ƋƏ
ƊƉ -BMHPSJUINF EF 8JOPHSBE CJT                                ƌƈ
ƊƊ 3ÏTVMUBUT 	QSÏNJTTFT
                                     ƌƋ
ƊƋ 'PSNVMF BQQSPDIÏF ), , * EF #JOJ                             ƌƍ
Ɗƌ "MHPSJUINF BQQSPDIÏ EF #JOJ WT 8JOPHSBE 	fgemm
 TVS ;Ҧ; BWFD TFVJM EF Ɖ ƈƈƈ   ƌƎ
ƋƉ 1SPĕM EFT NBUSJDFT DSFVTFT                                  Ǝƈ
ƌƉ $BMDVM EV SBOH EBOT ;Ҧ; BWFD 0QFO.1 FU MBMHP QBS CMPDT EF 8JFEFNBOO     ƏƋ
ƌƊ ²WPMVUJPO EV OPNCSF EF MJHOFT EF DPEF EBOT -JO#PY                    ƏƐ
ƌƋ 5FNQT EF make check BWFD -JO#PYĕėĔ TVS +PSBO!JNBH BWFD HDDĘě         ƐƊ
ƌƌ 5FNQT EF make check -j2 BWFD -JO#PYĕėĔ TVS +PSBO!JNBH BWFD HDDĘě       ƐƊ
YJ
3FNFSDJFNFOUT
ƍƉ $PNQBSBJTPO EF EJWFST BMHPSJUINFT QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FOUJÒSF      ƑƎ
ƎƉ $PNQBSBJTPO EFT PQÏSBUJPOT axpy FU .+=.*. 	T
 TVS +PSBO!JNBH            ƉƉƈ
ƎƊ 0QUJNJTBUJPOT EF applyP  DBMDVM EF 1 ම1ң"1ඹ1ң 	TFDPOEFT
              ƉƉƉ
ƎƋ 0QUJNJTBUJPOT EF fgemm  DBMDVM EF $ > "# , Ϡ$ 	TFDPOEFT
              ƉƉƉ
ƏƉ ²WPMVUJPO EF MB QSJTF FO DIBSHF EFT DPNQJMBUFVST EBOT -JO#PY               ƉƊƈ
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ƈƉ -BMHPSJUINF EF 4USBTTFO                                   ƉƊ
ƈƊ -BMHPSJUINF EF 8JOPHSBE                                  ƉƊ
ƈƋ -BMHPSJUINF EF #PESBUP                                   ƉƋ
ƈƌ -BMHPSJUINF $ Ъ "# , $ EF <)-++,ƑƎC>                          Ɖƌ
ƉƉ Explore: recherche dāordonnancements avec le jeu de galets           ƉƑ
ƉƊ 6O OPVWFM BMHPSJUINF EF 8JOPHSBE QPVS $ Ъ "# , $                   Ɗƌ
ƉƋ IPOvMM  NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDF FO QMBDF BWFD ÏDSBTFNFOU                ƋƋ
Ɖƌ IPMM  NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF SBQJEF FO QMBDF                       Ƌƌ
ƌƉ .VMUJQMJDBUJPO SBQJEF EF NBUSJDFT QPMZOPNJBMFT                       ƏƉ
ƍƉ AlgoSeuil  DPOUSÙMFVS                                    ƑƊ
ƍƊ RecursiveCase  NPEVMF SÏDVSTJG                               ƑƊ
ƍƋ ftrtr)left, istrans, -,6*                                  Ƒƌ
ƍƌ ftrtr)left, istrans,6, -*                                  Ƒƌ
ƍƍ ftrtr)right, istrans, -)*, -)**                               Ƒƌ
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-JTUF EFT FYUSBJUT EF DPEF
ƉƉ &YFNQMF EBSCSF FO FOUSÏF EF HBMFU                             Ɗƈ
ƋƉ 6UJMJTBUJPO EF SPVUJOFT OVNÏSJRVFT                             ƍƑ
ƋƊ $PNQJMBUJPO EVOF NBUSJDF DSFVTF                              ƎƉ
ƋƋ $PNQJMBUJPO EF NBUSJDF FO MJCSBJSJF EZOBNJRVF                      ƎƊ
Ƌƌ 6UJMJTBUJPO EF MB NBUSJDF EBOT MB MJCSBJSJF EZOBNJRVF                   ƎƊ
Ƌƍ $PNQJMBUJPO EVOF NBUSJDF TVS (16                            ƎƊ
ƋƎ 3ÏVUJMJTBUJPO EFT EPOOÏFT TVS (16                             ƎƎ
ƌƉ &YFNQMF EF TPMVUJPO rank.h                                ƏƑ
ƌƊ 4UZMF EF QSPHSBNNBUJPO EF -JO#PY                             ƏƑ
ƌƋ $POĕHVSBUJPO FU JOTUBMMBUJPO BVUPNBUJRVF EF -JO#PY                   ƐƉ
ƍƉ &YFNQMF EF GPSNBUT EF NBUSJDFT EFOTFT                          Ɛƌ
ƍƊ $MBTTFT EF NBUSJDFT EBOT -JO#PY                              Ɛƍ
ƍƋ *OUFSGBDF EVOF #PÔUF/PJSF                                  Ɛƍ
ƍƌ 7FDUFVST VOJĕÏT EBOT -JO#PY                                ƐƎ
ƍƍ &YFNQMF EPQÏSBUFVS rebind                                ƐƎ
ƍƎ "ODJFOOF JOUFSGBDF EVOF NBUSJDF                              ƐƏ
ƍƏ .BUSJDF EFOTF 	GPSNBU #-"4
                                ƐƏ
ƍƐ 4PVTNBUSJDF EFOTF 	GPSNBU #-"4
                             ƐƏ
ƍƑ .BUSJDF DSFVTF EBOT -JO#PYĕĕě                              ƐƐ
ƍƉƈ .BUSJDF DSFVTF TPVT GPSNBUT TUBOEBSET                           ƐƐ
ƍƉƉ .BUSJDFT EF QFSNVUBUJPOT EBOT -JO#PY                           Ƒƈ
ƍƉƊ *NQMBOUBUJPO Eapply TVS VO WFDUFVS QBS TPMVUJPO mul                   ƑƉ
ƍƉƋ ftrtrm                                            ƑƊ
ƍƉƌ 4ÏMFDUJPO EFT BMHPSJUINFT QBS USBJUT                             ƑƏ
ƍƉƍ *NQMBOUBUJPO EF MBMHPSJUINF )FSNJUF                           ƑƐ
ƍƉƎ *NQMBOUBUJPO EF MB TPMVUJPO )FSNJUF                            ƑƑ
ƍƉƏ *.- XSBQQJOH                                        ƑƑ
ƎƉ 4USVDUVSF EF EPOOÏFT EFT CFODINBSLT                           Ɖƈƌ
ƎƊ 1BSBNÒUSF QBS EÏGBVU 	NVMUJQMJDBUJPO
                           Ɖƈƍ
ƎƋ 1BSBNÒUSF QBS EÏGBVU 	TZTUÒNFT FOUJFST
                          Ɖƈƍ
Ǝƌ 'PODUJPO QBS EÏGBVU 	GNPE
                                 ƉƈƎ
Ǝƍ 4FVJMT FU GPODUJPOT QBS EÏGBVU                                ƉƈƎ
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3FNFSDJFNFOUT
ƎƎ 6UJMJTBUJPO EJOTUSVDUJPOT 44& QPVS BEEJUJPOOFS EFVY WFDUFVST              ƉƈƑ
ƎƏ 0QÏSBUFVS SÏEVDUJPO NPEVMBJSF % PV fmod                         ƉƈƑ
ƎƐ 6UJMJTBUJPO EFT CMPDT HÏOÏSJRVFT WT MFT PQÏSBUFVST                     ƉƉƈ
ƎƑ 0QUJNJTBUJPO EF fscal  SFUPVST SBQJEFT                          ƉƉƊ
ƏƉ %ÏTBDUJWBUJPO EF DPEF QBS QSÏQSPDFTTFVS                         ƉƉƌ
ƏƊ static_assert  BTTFSUJPO MPST EF MB DPNQJMBUJPO                     ƉƉƐ
ƏƋ 4QÏDJBMJTBUJPO EV DPEF QPVS DFSUBJOT DPNQJMBUFVST                     ƉƊƈ
Əƌ .FOUJPO MPOHVF EF MB MJDFODF EF -JO#PY                           ƉƊƉ
Əƍ -JDFODF SBDDPVSDJF                                      ƉƊƊ
ƏƎ .PEÒMF EVO ĕDIJFS TPVSDF .h                                ƉƊƊ
ƏƏ 4UZMFT EF DPEBHF QPVS 7JN FU &NBDT                             ƉƊƋ
ƏƐ 4UZMF EF DPEBHF  GPODUJPOT                                  ƉƊƌ
ƏƑ 4UZMF EF DPEBHF  DMBTTF                                    ƉƊƌ
ƏƉƈ 4UZMF EF DPEBHF  JGFMTF                                    ƉƊƌ
ƏƉƉ 4UZMF EF DPEBHF  TXJUDI                                   ƉƊƌ







2VFMRVFT QSPCMÏNBUJRVFT EV DBMDVM FYBDU                          Ƌ
&OWJSPOOFNFOU MPHJDJFM                                    ƌ
1MBO EV NÏNPJSF                                       ƍ
/ļłŀ ĽļłŃļĻŀ RVBMJĕFS MF DPOUFYUF HÏOÏSBM EBOT MFRVFM OPVT USBWBJMMPOT FO MFT UFSNFT BMHÒCSFMJOÏBJSF FďDBDF -B QSFNJÒSF QBSUJF EF DFUUF EFTDSJQUJPO  BMHÒCSF MJOÏBJSF OPVT FNNÒOF ËMB SFDIFSDIF EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT EF OPVWFMMFT UFDIOJRVFT QPVS SÏTPVESF EFT QSPCMÒNFT
EBMHÒCSF MJOÏBJSF UBOEJT RVF MB TFDPOEF  FďDBDF OPVT FOUSBÔOF EBOT EFT DPOTJEÏSBUJPOT MPHJDJFMMFT
PV NBUÏSJFMMFT &O FTTFODF EPOD MBSU EF MBMHÒCSF MJOÏBJSF FďDBDF DPOTJTUF Ë EÏWFMPQQFS EF QBJS DFT EFVY
BTQFDUT ® MB EJČÏSFODF EFT OVNÏSJDJFOT OPVT EÏWFMPQQPOT EF MBMHÒCSF MJOÏBJSF TVS EFT DPSQT EPOU MB
SFQSÏTFOUBUJPO FU MFT PQÏSBUJPOT TPOU FYBDUFT QFY MFT FOUJFST MFT DPSQT ĕOJT /PVT EJTPOT BMPST RVF OPVT
GBJTPOT EV DBMDVM FYBDU
%BOT DF NÏNPJSF EPOD OPVT BMMPOT JOUSPEVJSF FU EÏWFMPQQFS EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT BEBQUFS EFT
UFDIOJRVFT JNQMBOUFS FďDBDFNFOU EFT SPVUJOFT NBJT BVTTJ SÏĘÏDIJS Ë MB DPODFQUJPO 	EFTJHO
 EVO MP
HJDJFM Ë MB GPJT HÏOÏSJRVF FU FďDBDF
2VFMRVFT QSPCMÏNBUJRVFT EV DBMDVM FYBDU
-BMHÒCSF MJOÏBJSF FTU VOF CSJRVF ÏMÏNFOUBJSF EV DBMDVM FYBDU FU CFBVDPVQ EF QSPCMÒNFT BMHPSJUI
NJRVFT FO EÏDPVMFOU $FT QSPCMÒNFT QFVWFOU TF TJUVFS Ë VO OJWFBV EF CBTF  NVMUJQMJFS EFT NBUSJDFT
GBJSF EFT PQÏSBUJPOT TVS MFT WFDUFVST 	#BDJD -JOFBS "MHFCSB 4VCSPVUJOFT
 /PVT QPVWPOT BVTTJ DIFS
DIFS MFT NFJMMFVSFT DPNQMFYJUÏT QPVS DFSUBJOT QSPCMÒNFT NBKFVST 	SBOH SÏTPMVUJPO EF TZTUÒNF OPZBV
EÏUFSNJOBOU GPSNFT OPSNBMFT EF NBUSJDFT QPMZOÙNFT DBSBDUÏSJTUJRVFT PV NJOJNBVY
 ® VO OJWFBV
JOUFSNÏEJBJSF EF OPNCSFVY BMHPSJUINFT POU VO SÙMF EF QJFSSF BOHVMBJSF 	SFTUFT DIJOPJT SFMÒWFNFOUT

4BWPJS DSÏFS MPHJDJFMMFNFOU VOF CPOOF BMDIJNJF FOUSF DFT USPJT OJWFBVY OFTU QBT UÉDIF BJTÏF  DFTU VO FO
KFV RVF OPVT EFWPOT DPOTUBNNFOU HBSEFS Ë MFTQSJU
%BOT DFUUF JEÏF EJSFDUSJDF EF SFOESF FďDBDF OPT QSPCMÒNFT QIBSFT EBMHÒCSF MJOÏBJSF JM OFTU ÏWJEFN
NFOU QBT TVďTBOU NÐNF TJ DFMB FTU OÏDFTTBJSF EF OF DIFSDIFS RVË SÏEVJSF MFVS DPNQMFYJUÏ BTZNQUP
UJRVF TPJFOUFMMFT QSBUJDBCMFT *M GBVU KVTUFNFOU QPVWPJS FO DSÏFS VOF JNQMBOUBUJPO FďDBDF QPVS UPVUF
UBJMMF EF QBSBNÒUSFT 4BWPJS SFOESF VOF JNQMBOUBUJPO QFSGPSNBOUF QBTTF QBS QMVTJFVST ÏUBQFT $FMB QFVU
DPNNFODFS QBS SÏEVJSF UIÏPSJRVFNFOU MFT DPOTUBOUFT FU MFT UFSNFT DBDIÏT EBOT OPT DPNQMFYJUÏT UIÏP
Ƌ
$POUFYUF
SJRVFT FOਿ)Ֆ* PV FOਿӍ)Ֆ* $FMB QBTTF BVTTJ QBS VOF VUJMJTBUJPO BEÏRVBUF FU BJTÏF EBVUSFT BMHPSJUINFT EF
QMVT CBT OJWFBV USÒT PQUJNJTÏT *M Z B EBOT DFUUF EFSOJÒSF QISBTF VOF HSBOEF QBSUJF EF MB QSPCMÏNBUJRVF
EF OPT USBWBVY EF SFDIFSDIF %BCPSE SFOESF VOF VUJMJTBUJPO TJNQMF DFTU BWPJS Ë EJTQPTJUJPO VOF JOUFS
GBDF DMBJSF FU TJNQMF WFST MFT SPVUJOFT SFRVJTFT $FQFOEBOU EFWBOU MB NVMUJUVEF EBMHPSJUINFT QSPQPTÏT
DIPJTJS MF CPO BMHPSJUINF SFMÒWF BVTTJ EF MB DPNQSÏIFOTJPO EF DFT BMHPSJUINFT EBOT MFVS DPOUFYUF  DFMB
QBTTF QBS VOF PSHBOJTBUJPO QFSUJOFOUF EV DPEF FU EF TB EPDVNFOUBUJPO
4F SBQQSPDIFS EF OJWFBVY MFT QMVT CBT OFTU DFQFOEBOU QBT TBOT SJTRVFT DFTU QPVSRVPJ JM GBVU DSÏFS
VO DFSUBJO OJWFBV EBCTUSBDUJPO EBOT MÏDSJUVSF EF OPT BMHPSJUINFT &O FČFU MF NBUÏSJFM ÏWPMVF SBQJ
EFNFOU MFT QBSBEJHNFT BTTPDJÏT ÏWPMVFOU BVTTJ 	NPEÒMFT EF NÏNPJSF NPEÒMFT EF DBMDVMT
 MFT JOUFS
GBDFT MPHJDJFMMFT TPOU TPVWFOU QSPQSJÏUBJSFT OPO DPNQMÒUFT PV OPO QÏSFOOFT 	QFY MB UFDIOPMPHJF $VEB
EF "5*".% RVJ TBOT DFTTF ÏWPMVF
 *M GBVU EPOD UPVKPVST TBWPJS JOUFSDBMFS VOF DPVDIF EBCTUSBDUJPO
BĕO EF NJFVY BOUJDJQFS MFT ÏWPMVUJPOT &O QBSUJDVMJFS BQSÒT MB NPOUÏF FO QVJTTBODF EFT DBSUFT NÒSFT
QMVT EF KFVY EJOTUSVDUJPOT TVS MFT QSPDFTTFVST EFT DBDIFT QMVT JNQPSUBOUT VOFNÏNPJSF QMVT HSPTTF
QMVT SBQJEF EFT CVT QMVT SBQJEFT FU TVSUPVU QMVT EJOTUSVDUJPOT QBS TFDPOEFT  BSSJWF VOF HÏOÏSBMJ
TBUJPO EV QBSBMMÏMJTNF 	NVMUJDVST NVMUJQSPDFTTFVST DBSUFT HSBQIJRVFT FO NPEF DPNQVUF
 FU EFT
SFTTPVSDFT IZCSJEFT 	UZQJRVFNFOU NVMUJDVS(16 TVS MFT PSEJOBUFVST QFSTPOOFMT
 %FT RVFTUJPOT TF
QPTFOU BMPST  DPNNFOU BEBQUFS MFT BMHPSJUINFT FYJTUBOUT BVY OPVWFBVY QBSBEJHNFT QBSBMMÒMFT  ® RVFM
OJWFBV NFUUSF MF QBSBMMÏMJTNF  
-FT JOTUSVDUJPOT EF UZQF 4*.% 	4JOHMF *OTUSVDUJPO.VMUJQMF%BUB JOTUSVDUJPO VOJRVF EPOOÏFTNVM
UJQMFT
 OF TPOU DFSUFT QBT UPVUFT SÏDFOUFT 	44& BMUJWFD
 OJ MVUJMJTBUJPO EFT DBSUFT HSBQIJRVFT QPVS GBJSF
EV DBMDVM OVNÏSJRVF 	0QFO(- (-4-
 NBJT Ë MIFVSF EFT EÏCVUT EV (1(16 	(FOFSBM 1VSQPTF (16
 JM
TFNCMF RVF MFVS WJTJCJMJUÏ TF TPJU GPSUFNFOU BDDSVF FU TVSUPVU RVF MFVS QVJTTBODF BJU HBHOÏ EFT PSESFT EF
HSBOEFVS *M TFNCMF BVTTJ RVF MFT PQÏSBUJPOT WFDUPSJFMMFT SFEFWJFOOFOU Ë MB NPEF DIF[ MFT DPOTUSVDUFVST
EF QSPDFTTFVST  JOTUSVDUJPOT WFDUPSJFMMFT "79 TVS MFT QSPDFTTFVST SÏDFOUT 	*OUFM 4BOEZ #SJEHF ".%
#VMMEP[FS
 6OF QSFVWF EF DFUUF HÏOÏSBMJTBUJPO TF USPVWF EBOT MB OBJTTBODF EVO OPVWFBV MBOHBHF FU
EVO TUBOEBSE 0QFO$- DPOÎV QPVS MFT TZTUÒNFT QBSBMMÒMFT IÏUÏSPHÒOFT TVQQPSUÏ FU EÏWFMPQQÏ QBS VOF
NBKPSJUÏ EFT HSBOET DPOTUSVDUFVST 5PVU DPNNF MB DSÏBUJPO EV MBOHBHF $ B QFSNJT EVUJMJTFS USÒT Fď
DBDFNFOU MBSDIJUFDUVSF EFT QSPDFTTFVST BMPST Ë EJTQPTJUJPO DF MBOHBHF QFSNFUUSBUJM EF QSPEVJSF EFT
DPEFT FďDBDFT TVS EFT FOWJSPOOFNFOUT IÏUÏSPHÒOFT FU QBSBMMÒMFT  
&OWJSPOOFNFOU MPHJDJFM
/PVT DPOGSPOUPOT DFT QSPCMÒNFT Ë MB SÏBMJUÏ EFT JNQMBOUBUJPOT EBOT EJWFST MPHJDJFMT EF DBMDVM FYBDU
RVF OPVT EÏWFMPQQPOT FU VUJMJTPOT /PVT MFT QSÏTFOUPOT NBJOUFOBOU CSJÒWFNFOU 
 
-B CJCMJPUIÒRVF(JWBSP Ɖ <(73,ƈƍ> QFSNFU EF GBJSF EF MBSJUINÏUJRVF SBQJEF TVS MFT DPSQT ĕOJT MFT FO
UJFST FU SBUJPOOFMT MFT QPMZOÙNFT *M FTU FO DPODVSSFODF BWFD EF OPNCSFVY BVUSFT QSPKFUT 	/5- '-*/5

"WFD MFT EÏWFMPQQFNFOUT FU MFT CFTPJOT FO UIÏPSJF EFT OPNCSFT FU FO DSZQUPHSBQIJF DFUUF DPODVSSFODF
OF QFVU RVF TBDDSPÔUSF
 
-B CJCMJPUIÒRVF ''-"4''1"$, Ɗ <1FSƈƉ %(1ƈƐ> QFSNFU EF GBJSF EF MBMHÒCSF MJOÏBJSF SBQJEF TVS MFT
DPSQT QSFNJFST EF UBJMMF NBDIJOF &MMF NÒOF VOF BOBMPHJF BWFD MFT BLAS TVS MFTRVFMMFT FMMF SFQPTF GPO
EBNFOUBMFNFOU FO GPVSOJTTBOU VO TPVT FOTFNCMF JOUÏSFTTBOU EFT SPVUJOFT EF UZQF BLAS TVS DFT DPSQT
-B TFDPOEF BOBMPHJF BWFD LAPACK DPODFSOF EFT SPVUJOFT EBMHÒCSF MJOÏBJSF EF QMVT IBVU OJWFBV RVJ TF
CBTFOU TVS MFT ''-"4 QFY LUdivine Rank PV NullSpace
 
'JOBMFNFOU FU OPO EFT NPJOESFT MB CJCMJPUIÒRVF -JO#PY Ƌ <%&(,ƈƍ> QFSNFU EF GBJSF EF MBMHÒCSF
MJOÏBJSF FYBDUF TVS MFT FOUJFST SBUJPOOFMT FU MFT DPSQT ĕOJT $FUUF CJCMJPUIÒRVF FTU EÏWFMPQQÏF JOUFSOBUJP
OBMFNFOU 	$BOBEB ²UBUT6OJT 'SBODF
 EFQVJT NBJOUFOBOU CJFOUÙU VOF RVJO[BJOF EBOOÏFT -B CJCMJP
UIÒRVF -JO#PY BJOTJ RVF (JWBSP FTU EJTQPOJCMF TVS EF OPNCSFVTFT EJTUSJCVUJPOT -JOVY 	%FCJBO 'FEPSB
Ɖ  %JTQPOJCMF Ë MBESFTTF https://forge.imag.fr/projects/givaro/
Ɗ  %JTQPOJCMF Ë MBESFTTF http://linalg.org/projects/fflas-ffpack




 &MMF FTU CÉUJF BWFD VO EPVCMF TPVDJ EF HÏOÏSJDJUÏ FU EF IBVUFT QFSGPSNBODFT /PVT BMMPOT EBOT
MFT QBSBHSBQIFT TVJWBOUT MB EÏDSJSF QMVT QSÏDJTÏNFOU
-JO#PY  VO JOUFSHJDJFM
$PNNF MJMMVTUSF MB ĕHVSF ƈƉ MB CJCMJPUIÒRVF -JO#PY TF TJUVF DPNNF VO JOUFSHJDJFM 	NJEEMFXBSF

&MMF QSPQPTF VOF JOUFSGBDF WFST EBVUSFT MPHJDJFMT EF QMVT IBVU OJWFBV FO MFVS QSPQPTBOU TFT TPMVUJPOT
	SBOH EÏUFSNJOBOU SÏTPMVUJPO EF TZTUÒNF
 NBJT BVTTJ FMMF JOUFSGBDF EF OPNCSFVY BVUSFT MPHJDJFMT FU
CJCMJPUIÒRVFT TQÏDJBMJTÏT %F DFUUFNBOJÒSF -JO#PY QFSNFU QBS FYFNQMF EBCTUSBJSF QPVS 4BHF VOF QBSUJF
EF TPO BMHÒCSF MJOÏBJSF EFOTF .BJT BVTTJ FO SFQPTBOU TVS VOF TPVTDPVDIF BTTF[ TUBCMF FU NPEVMBJSF










'ĶĴ ƈƉ  -JO#PY  VO JOUFSHJDJFM
-JO#PY  VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF FU QFSGPSNBOUF
6O CVU EF -JO#PY FTU EBMMJFS MB HÏOÏSJDJUÏ Ë MB QFSGPSNBODF &MMF FTU ÏDSJUF FO MBOHBHF $ GBDJMJUBOU
FO QBSUJF DFUUF EPVCMF UÉDIF HSÉDF BV NÏDBOJTNF EF templateTQÏDJBMJTBUJPO RVJ FTU GPSUFNFOU VUJMJTÏ
³USF HÏOÏSJRVF DFTU TBWPJS SÏTPVESF EF NBOJÒSF TBUJTGBJTBOUF MF NÐNF QSPCMÒNF QPVS EFT UZQFT EF
EPOOÏFT WBSJÏT 	QBS FYFNQMF DBMDVMFS VO EÏUFSNJOBOU TVS EFT NBUSJDFT DSFVTFT PV EFOTFT TVS EFT DPSQT
ĕOJT PV OPO
 ³USF QFSGPSNBOU DFTU TVS VO QSPCMÒNF EPOOÏ PČSJS VOF TPMVUJPO QBS SBQQPSU Ë MBRVFMMF
EBVUSFT MPHJDJFMT FU PV USBWBVY EF SFDIFSDIFT QPVSSPOU TF DPNQBSFS $FT EFVY QSPCMÒNFT OF TPOU QBT
ÏUSBOHFST FU JMT FOUSBÔOFOU EFT QSPCMÒNFT EF DPODFQUJPOT BSEVT
-JO#PY  VOF CJCMJPUIÒRVF MJCSF
1PVS ĕOJS MB QMVT HSBOEF QBSUJF EF MFOWJSPOOFNFOU MPHJDJFM EBOT MFRVFM OPVT ÏWPMVPOT FTU MJCSF BWFD
VOF MJDFODF GPLv2 PV TJNJMBJSF -FT QSPKFUT MPHJDJFMT RVF OPVT EÏWFMPQQPOT QBSUBHFOU BVTTJ DFUUF QIJMP
TPQIJF $BS JM FTU JNQPSUBOU RVF MFT UFDIOJRVFT MPHJDJFMMFT RVF OPVT EÏWFMPQQPOT UPVU DPNNF OPT BMHP
SJUINFT TPJFOU EJTQPOJCMFT MJCSFNFOU QPVS MB DPNNVOBVUÏ BDBEÏNJRVF MFT ÏUVEJBOUT NBJT BVTTJ CJFO
BVEFMË *M FTU BVTTJ JNQPSUBOU RVF MFT DIFSDIFVST EF EPNBJOFT DPOOFYFT FU BVUSFT VUJMJTBUFVST QVJTTFOU
USPVWFS VO PVUJM QFSGPSNBOU EBOT MFRVFM DPEFS FU UFTUFS BJTÏNFOU MFVST OPVWFBVY BMHPSJUINFT FU FO GBJSF
Ë MFVS UPVS CÏOÏĕDJFS UPVUF MB DPNNVOBVUÏ -B GBDJMJUÏ EVUJMJTBUJPO FU EBEBQUBUJPO Ë -JO#PY FTU EPOD
BVTTJ QSPCBCMFNFOU VOF EFT MJHOFT EJSFDUSJDFT RVJ EPJU PSJFOUFS MB DPODFQUJPO EF OPUSF CJCMJPUIÒRVF
1MBO EVNÏNPJSF
%BOT DFUUF UIÒTF OPVT BMMPOT OPVT QFODIFS TVS EJWFST TVKFUT UPVT MJÏT Ë MB DPODFQUJPO FU Ë MB EJTUSJCV
UJPO EVOF CJCMJPUIÒRVF NBUIÏNBUJRVF EBMHÒCSF MJOÏBJSF FYBDUF HÏOÏSJRVF FU FďDBDF /PVT DPNNFO
DFSPOT EBOT MB QBSUJF * QBS SÏĘÏDIJS Ë EJWFST BMHPSJUINFT EF NVMUJQMJDBUJPO FďDBDF EF NBUSJDFT EFOTFT
FO NFUUBOU MBDDFOU TVS MB SFDIFSDIF EPSEPOOBODFNFOUT QFSGPSNBOUT OPUBNNFOU EV QPJOU EF WVF EF
MVUJMJTBUJPO EF MB NÏNPJSF %BOT VOF TFDPOEF QBSUJF 	**
 OPVT OPVT BUUFMMFSPOT Ë SFOESF FďDBDF MB NVM
UJQMJDBUJPO FOUSF VOF NBUSJDF DSFVTF FU VOF NBUSJDF PV VO WFDUFVS EFOTF 1PVS DFMB OPVT VUJMJTFSPOT FU
ƍ
$POUFYUF
DSÏFSPOT EBCPSE EFT BMHPSJUINFT FU EFT GPSNBUT EF TUPDLBHF EF EPOOÏFT NBJT BVTTJ OPVT FYQMPSFSPOT
MFT DBQBDJUÏT EF OPVWFBVY IPSJ[POT EF QBSBMMÏMJTBUJPO 	DBMDVMT OVNÏSJRVFT TVS (16
 'JOBMFNFOU EBOT
MB QBSUJF *** OPVT OPVT JOUÏSFTTPOT Ë MB DPODFQUJPO EVOF CJCMJPUIÒRVF NBUIÏNBUJRVF  FO QBSUJDVMJFS
-JO#PY  /PVT NPOUSFSPOT DPNNFOU OPVT QPVWPOT SFOESF HSÉDF Ë EFT DIPJY EF DPODFQUJPO QFSUJ




/ļłŀ ĲŀŀĮĶĲĿļĻŀ UPVU BV MPOH EF DF NBOVTDSJU EF DPOTFSWFS VOF VOJUÏ EBOT MFT OPUBUJPOT /PVTOPUPOT FO DBQJUBMFT HSBTTFT MFT FOTFNCMFT UFMT MFT FOUJFST ; -FT TDBMBJSFT TFSPOU HÏOÏSBMFNFOUEFT NJOVTDVMFT HSFDRVFT ϟ, Ϡ/// -FT NBUSJDFT TPOU SFQSÏTFOUÏFT FO MFUUSFT DBQJUBMFT 	"
 UBOEJT
RVF MFT WFDUFVST TFSPOU SFQSÏTFOUÏFT EFT NJOVTDVMFT HSBTTFT W &O HÏOÏSBM Q SFQSÏTFOUF VO OPNCSF
QSFNJFS FU MFT BVUSFT NJOVTDVMFT 	N, R///
 EFT FOUJFST
-FT OPNT EF MPHJDJFMT PV EF QSPHSBNNFT TPOU ÏDSJUT BWFD VOF QPMJDF TBOT FNQBUUFNFOUT 	-JO#PY

FU UPVU DF RVJ TF SBQQPSUF Ë EV DPEF NBDIJOF FTU ÏDSJU EBOT VOF QPMJDF Ë DIBTTF ĕYF 	forall
 1BSGPJT
NÐNF TJ OPVT FTTBZPOT EF MFT ÏWJUFS MFT NPUT JTTVT EF MBOHMBJT TPOU FO JUBMJRVF 	XSBQ

4BVG NFOUJPO FYQMJDJUF MFT PSEJOBUFVST VUJMJTÏT QPVS MFT NFTVSFT TPOU OPNNÏT 
 +PSBO!JNBH  QSPDFTTFVS *OUFM¥ $PSFƊ %VP &Ɛƌƈƈ · Ƌ()[ DBSUF HSBQIJRVF /7JEJB 2VBESP
/74 ƊƑƈ BSDIJUFDUVSF ƌ $VEBĕĕ ƌ(P 	HJHBPDUFUT
 EF NÏNPJSF 3". 
 1BMP"MUP!VKG  QSPDFTTFVS *OUFM¥ 9FPO¥ 9ƍƌƐƊ · ƋƊ()[ DBSUF HSBQIJRVF /7JEJB (59 ƊƐƈ BS
DIJUFDUVSF $VEBĕė ƋƊ (P EF 3". 
 .POUQFMMJFS!MJSN  QSPDFTTFVS *OUFM¥ 9FPO¥ &ƍƋƌƍ · ƊƋƋ()[ ƉƎ (P EF 3". 
 1FSTP!IPNF  QSPDFTTFVS ".% ƊƊ()[ TBOT DBSUF HSBQIJRVF VUJMJTBCMF QBS "5* 4USFBN 4%, Ɖ(P
EF 3".
a










-BMHPSJUINF EF 4USBTTFO FU TFT WBSJBOUFT                           ƉƉ
-FT BMHPSJUINFT QPVS MF QSPEVJU $ Ъ "#                       ƉƊ
1SPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO $ Ъ $ , "#                       ƉƋ
*NQMBOUBUJPOT EBOT MFT MPHJDJFMT EF DBMDVM FYBDU                    ƉƋ
1MBO EF MB QSFNJÒSF QBSUJF                                   Ɖƌ
%ĮĻŀ İĲŁŁĲ QBSUJF OPVT OPVT BMMPOT ÏUVEJFS EFT UFDIOJRVFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF EFOTFFU FYBDUF ƍ /PVT BMMPOT EBOT VO QSFNJFS UFNQT NPOUSFS DPNNFOU SÏEVJSF MB DPNQMFYJUÏ TQBUJBMF QPVS MFT NVMUJQMJDBUJPOT SBQJEFT EV UZQF 4USBTTFOo8JOPHSBE /PUSF PCKFDUJG DPOTJTUF Ë MFT
SFOESF FO QMBDF DFTUËEJSF EF OF QBT VUJMJTFS QMVT EF NÏNPJSF RVJM OFO GBVU QPVS TUPDLFS MFT FOUSÏFT FU
MFT TPSUJFT 1VJT OPVT FYQPTFSPOT EFT NÏUIPEFT QPVS QSPEVJSF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT TPVTDVCJRVFT
/PVT DPNNFOÎPOT QBS SBQQFMFS RVFMRVFT SÏTVMUBUT FYJTUBOUT TVS MBMHPSJUINF EF 4USBTTFO <4USƎƑ>
BMHPSJUINF EFNVMUJQMJDBUJPONBUSJDJFMMF RVJ B PVWFSU MB WPJF BVY DPNQMFYJUÏT TPVTDVCJRVFT FO VUJMJTBOU
TFVMFNFOU MF NJOJNVN EF  NVMUJQMJDBUJPOT 	<),ƏƉ 8JOƏƉ>
 BV MJFV EFT  QPVS QSPEVJU MF OBÕG EFT
NBUSJDFT EF UBJMMF  · 
-BMHPSJUINF EF 4USBTTFO FU TFT WBSJBOUFT
/PVT DPNNFOÎPOT QBS QSÏTFOUFS EJWFST BMHPSJUINFT RVJ TPOU EFT WBSJBOUFT EF MBMHPSJUINF EF 4USBT
TFO UPVU EBCPSE QPVS MF QSPEVJU TUBOEBSE$ > "# QVJT QPVS MF QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO$ Ъ $,"#
.BJT BWBOU EBMMFS QMVT MPJO ĕYPOT VOF OPUBUJPO QPVS MF EÏDPVQBHF EF NBUSJDFT 4PJU " VOF NBUSJDF EF
EJNFOTJPOT QBJSFT 0O MB EÏDPVQF BMPST FO CMPDT "JK EF UBJMMF NPJUJÏ EF MB NBOJÒSF TVJWBOUF 
" > ๪" "" "๫ /
ƉƉ
*OUSPEVDUJPO
"MHPSJUINF ƈƉ  -BMHPSJUINF EF 4USBTTFO
Ɖƈ QSÏBEEJUJPOT
4 Ъ " ң " 5 Ъ # , #
4 Ъ " , " 5 Ъ # , #
4 Ъ " ң " 5 Ъ # , #
4 Ъ " , " 5 Ъ # ң #
4 Ъ " , " 5 Ъ # ң #
Ə NVMUJQMJDBUJPOT
1 Ъ 4 · 5 1 Ъ " · 5
1 Ъ 4 · 5 1 Ъ " · 5
1 Ъ 4 · 5 1 Ъ 4 · #
1 Ъ 4 · #
Ɛ QPTUBEEJUJPOT
6 Ъ 1 , 1 6 Ъ 1 ң 1
6 Ъ 6 ң 1 6 Ъ 6 , 1
$ Ъ 6 , 1 $ Ъ 6 ң 1
$ Ъ 1 , 1 $ Ъ 1 , 1
"MHPSJUINF ƈƊ  -BMHPSJUINF EF 8JOPHSBE
Ɛ QSÏBEEJUJPOT
4 Ъ " , " 5 Ъ # ң #
4 Ъ 4 ң " 5 Ъ # ң 5
4 Ъ " ң " 5 Ъ # ң #
4 Ъ " ң 4 5 Ъ 5 ң #
Ə NVMUJQMJDBUJPOT
1 Ъ " · # 1 Ъ 4 · 5
1 Ъ " · # 1 Ъ 4 · 5
1 Ъ 4 · # 1 Ъ 4 · 5
1 Ъ " · 5
Ə QPTUBEEJUJPOT
$ Ъ 1 , 1 $ Ъ 6 , 1
6 Ъ 1 , 1 $ Ъ 6 ң 1
6 Ъ 6 , 1 $ Ъ 6 , 1
6 Ъ 6 , 1
-FT BMHPSJUINFT QPVS MF QSPEVJU$ Ъ "#
1SÏTFOUPOT UPVU EBCPSE MBMHPSJUINF EF 4USBTTFO 	BMHPSJUINF ƈƉ
 $FU BMHPSJUINF B ÏUÏ BNÏMJPSÏ
USPJT BOT QMVT UBSE QBS 8JOPHSBE <8JOƏƉ> 	BMHPSJUINF ƈƊ
 FO SÏEVJTBOU MF OPNCSF EBEEJUJPOT EF ƉƐ Ë
Ɖƍ MF NJOJNVN 	<1BOƐƌ>
 'BJTPOT SBQJEFNFOU VO DBMDVM EF DPNQMFYJUÏ -F OPNCSF EPQÏSBUJPOT EBOT
MBMHPSJUINF EF 4USBTTFO 	BMHPSJUINF ƈƉ
 TBUJTGBJU Ë MB SÏDVSSFODF 4)O* > 4 මOҦඹ ,  මOҦඹ RVJ BWFD
MB DPOEJUJPO JOJUJBMF 4)* >  EPOOF 
4)O* > Oϵ ң O BWFD ϵ > MPH)* > MO)*ҦMO)*/
/PVT SFNBSRVPOT Ǝ RVF SÏEVJSF MF OPNCSF EBEEJUJPOT QFSNFU EF EJNJOVFS MB DPOTUBOUF QSJODJQBMF EBOT
MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE Ë Oϵ ң O/
5PVU SÏDFNNFOU VOF BVUSF BNÏMJPSBUJPO DPOTJTUBOU Ë DIFSDIFS EFT GPSNVMFT j TZNÏUSJRVFT x B ÏUÏ
QVCMJÏF QBS.BSDP#PESBUUP 	<#PEƉƈ>
 4PO BMHPSJUINF QSÏTFOUÏ EBOT MBMHPSJUINF ƈƋ VUJMJTF VOF QIBTF
EF QSÏDBMDVMT JEFOUJRVFT QPVS MFT WBSJBCMFT 4 FU 5 5PVU FO HBSEBOU MF OPNCSF NJOJNBM EPQÏSBUJPOT
DFUUF ÏDSJUVSF FTU QMVT TJNQMF FU FMMF QFSNFU ÏWFOUVFMMFNFOU MB QBSBMMÏMJTBUJPO EFT QSÏDBMDVMT FU MB QPT
TJCJMJUÏ EBNÏMJPSFS MF DBMDVM EFT QVJTTBODFT EF NBUSJDFT
/PUPOT BVTTJ RVF MFT BMHPSJUINFT EV UZQF 4USBTTFO TPOU UPVU Ë GBJU VUJMJTBCMFT FO QSBUJRVF -FT QSFNJFST
Ë TÐUSF BQQMJRVÏT Ë EÏDSJSF QSÏDJTÏNFOU EFT JNQMBOUBUJPOT EF MBMHPSJUINF EF8JOPHSBE TPOU <)-++,ƑƎB>
-FVS SBQQPSU UFDIOJRVF B CFBVDPVQ JOĘVFODÏ MFT FYFNQMFT EF MB QBSUJF TVJWBOUF BJOTJ RVF QMVTJFVST EFT
DIBQJUSFT TVJWBOUT 1BSNJ MFT BVUSFT SÏGÏSFODFT QPVS MB NJTF FO QSBUJRVF DFU BMHPSJUINF OPVT QPVWPOT
BVTTJ DJUFS <#BJƐƐ )-++,ƑƎC %)44Ƒƌ>
3FNBSRVFT *M FYJTUF EF NFJMMFVSFT DPNQMFYJUÏT BTZNQUPUJRVFT QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
OPUBNNFOU MB NFJMMFVSF DPOOVF FTU ਿ මO/ඹ EBOT <$8Ƒƈ> 	DG BVTTJ <#1Ƒƌ $#4ƑƏ>
 $FQFOEBOU
DFTU BDUVFMMFNFOU MBMHPSJUINF EF 4USBTTFOo8JOPHSBE RVJ FTU MF QMVT FďDBDF FO QSBUJRVF FU RVJ FTU EPOD
MF QMVT TPVWFOU JNQMBOUÏ
ƍ  -FT NBUSJDFT POU QPVS DPFďDJFOU EFT ÏMÏNFOUT EF DPSQT j Ë NÏNPJSF ĕYF x QBS FYFNQMF EFT ÏMÏNFOUT EF 'Q BWFD Q EFMB UBJMMF EVO NPU NBDIJOF
Ǝ  %BOT MF SFTUF EF DF NBOVTDSJU TBVG NFOUJPO DPOUSBJSF OPVT VUJMJTFSPOT MB OPUBUJPO ϵ > MPH)*
ƉƊ
-BMHPSJUINF EF 4USBTTFO FU TFT WBSJBOUFT
"MHPSJUINF ƈƋ  -BMHPSJUINF EF #PESBUP
QSÏBEEJUJPOT TZNÏUSJRVFT
4 Ъ " , " 5 Ъ # , #
4 Ъ " ң " 5 Ъ # ң #
4 Ъ 4 , " 5 Ъ 5 , #
4 Ъ 4 ң " 5 Ъ 5 ң #
Ӷ
1 Ъ 4 · 5 1 Ъ " · #
1 Ъ 4 · 5 1 Ъ 4 · #
1 Ъ 4 · 5 1 Ъ " · 5
1 Ъ " · #
Ӷ
6 Ъ 1 , 1 6 Ъ 1 ң 6
6 Ъ 6 ң 1
$ Ъ 1 , 1 $ Ъ 6 ң 1
$ Ъ 6 ң 1 $ Ъ 1 , 6
1SPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO$ Ъ $ , "#
*M FTU TPVWFOU VUJMF EF DBMDVMFS MF QSPEVJU QMVT HÏOÏSBM$ > $,"# RVF OPVT BQQFMMFSPOT EBOT MB TVJUF
QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO &O FČFU DF QSPEVJU QFSNFU EFČFDUVFS FONÐNF UFNQT RVVOFNVMUJQMJDBUJPO
VOF PQÏSBUJPO 	BEEJUJPO
 TVQQMÏNFOUBJSF (ÏOÏSBMFNFOU JM FTU QMVT SBQJEF FO QSBUJRVF EVUJMJTFS DF HFOSF
EPQÏSBUJPOT 	PO USPVWF QBS FYFNQMF fma 	GVTFE BEENVMUJQMZ
 EBOT MF ĕDIJFS TUBOEBSE math.h PV axpy
	B·Y,Z
 EBOT (JWBSP PV -JO#PY
 %BOT MF UBCMFBV TVJWBOU OPVT NPOUSPOT Ë UJUSF EFYFNQMF MFT UFNQT
EFYÏDVUJPO QPVS MFT PQÏSBUJPOT AC=AB AC=C+AB FU AD=AB;C=C+D FO VUJMJTBOU MB GPODUJPO dgemm TVS EFT
NBUSJDFT  ·  $F UBCMFBVNPOUSF CJFO MVUJMJUÏ EF GVTJPOOFS VOF BEEJUJPO BWFD VOFNVMUJQMJDBUJPO
5Įį ƈƉ  $PNQBSBJTPO EFT UFNQT 	TFDPOEFT
 NJT QPVS EJWFST QSPEVJUT NBUSJDJFMT   ·  
VUJMJTBOU dgemm 	(PUP#-"4Ėĕĕė
 TVS 1BMP"MUP!VKG
PQÏSBUJPO C=AB C+=AB D=ABC+=D
UFNQT 	Ɖ DVS
 ƌƌƍ ƌƌƊ ƌƍƊ
UFNQT 	Ɛ DVST
 ƈƍƑ ƈƍƏ ƈƎƎ
RVBOE DFMB FTU QPTTJCMF 6OF FYQMJDBUJPO Ë DFMB FTU RVF MBEEJUJPO FTU BVTTJ SBQJEF RVF MB WJUFTTF EV CVT
	USÒT MFOU
 BMPST RVF EBOT dgemm  MBEEJUJPO TVQQMÏNFOUBJSF TFČFDUVF BV QJSF Ë MB WJUFTTF EF MB NÏNPJSF
3".  DFTU VO QSPCMÒNF EF MPDBMJUÏ EFT EPOOÏFT
/PVT SBQQFMPOT NBJOUFOBOU MBMHPSJUINF EF <)-++,ƑƎC ĕH Ǝ> 	BMHPSJUINF ƈƌ
 QPVS MF QSPEVJU BWFD
BDDVNVMBUJPO $FU BMHPSJUINF VUJMJTF Ə NVMUJQMJDBUJPOT FU ƉƑ BEEJUJPOT #JFO TßS DFSUBJOFT EF DFT NVM
UJQMJDBUJPOTBEEJUJPOT QFVWFOU ÐUSF SFHSPVQÏFT FO VO BQQFM SÏDVSTJG %BJMMFVST JMT QSPQPTFOU VO PSEPO
OBODFNFOU QFSGPSNBOU TVS MFRVFM OPVT SFWJFOESPOT MPOHVFNFOU EBOT MF DIBQJUSF Ɖ
*NQMBOUBUJPOT EBOT MFT MPHJDJFMT EF DBMDVM FYBDU
-B CJCMJPUIÒRVF ''-"4''1"$, Ə <1FSƈƉ %(1ƈƊ %(1ƈƌ %(1ƈƐ> JNQMÏNFOUF FďDBDFNFOU MBMHP
SJUINF EF 8JOPHSBE EBOT TB SPVUJOF fgemm TVS MFT DPSQT ;ҦQ; BWFD Q QMVT QFUJU RVVO NPU NBDIJOF
/PUBNNFOU DFUUF SPVUJOF FTU USÒT FďDBDF TVS MFT DPSQT ĕOJT QSFNJFST SFQSÏTFOUÏT QBS EFT EPVCMFT FU
BWFD FO HÏOÏSBM Q =  $FUUF SPVUJOF FTU VOF EFT QJFSSFT BOHVMBJSFT EF ''-"4''1"$,
Ə  %JTQPOJCMF TVS http://linalg.org/projects/fflas-ffpack
ƉƋ
*OUSPEVDUJPO
"MHPSJUINF ƈƌ  -BMHPSJUINF $ Ъ "# , $ EF <)-++,ƑƎC>
4J FU 5J DPNNF EBOT MBMHPSJUINF ƈƊ
Ӷ
1J DPNNF EBOT MBMHPSJUINF ƈƊ
Ӷ
$ Ъ $ , 1 $ Ъ $ , 1
6 Ъ 1 , 1 6 Ъ 6 , 1
$ Ъ $ , 1 , 1 $ Ъ $ , 1 , 6
$ Ъ $ , 6 ң 1 $ Ъ $ , 6
-BMHPSJUINF EF #PESBUP B ÏUÏ JNQMÏNFOUÏ QBS MVJNÐNF EBOTNĘSJ FO SFNQMBDFNFOU EF DFMVJ EF8J
OPHSBE BQQPSUBOU VO HBJO UBOHJCMF EF QFSGPSNBODF 	ƉŰ EBQSÒT MB QBHF QFSTPOOFMMF EF MBVUFVS Ɛ
 *M FTU
BVTTJ JNQMÏNFOUÏ EBOT MFT BMHPSJUINFT EF NVMUJQMJDBUJPOT SBQJEFT HÏOÏSJRVFT EF -JO#PY 	DG TFDUJPO ƍƊ

1MBO EF MB QSFNJÒSF QBSUJF
$FUUF QBSUJF TF EJWJTF BVUPVS EF EFVY QSPCMÒNFT MJÏT Ë MBMHPSJUINF EF 4USBTTFO
 
/PVT DIFSDIPOT EBCPSE ËNJOJNJTFS MVUJMJTBUJPO EF MBNÏNPJSF 	DIBQJUSF Ɖ
 /PVT Z EÏWFMPQQPOT VO
KFV EF HBMFU 	TFDUJPO ƉƉ
 RVJ OPVT BJEF Ë USPVWFS EF OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT 	TFDUJPO ƉƊ
 VUJMJTBOU
MF NPJOT QPTTJCMF EF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF UPVU FO SFTUBOU QFSGPSNBOUT 1PVS QBSWFOJS Ë OPT ĕOT
OPVT DPNCJOFSPOT EJWFSTFT UFDIOJRVFT 
 OPVT DIFSDIPOT EFT PSEPOOBODFNFOUT RVJ BVUPSJTFOU EÏDSBTFS EFT PQÏSBOEFT 
 OPVT DPNCJOPOT ĕOFNFOU EFT QSPEVJUT TUBOEBSET C=AB BWFD EFT QSPEVJUT BWFD BDDVNVMBUJPO
C+=AB 
 OPVT NPEJĕPOT EFT BMHPSJUINFT FU FO DPOTUSVJTPOT EF OPVWFBVY FO SBKPVUBOU QBS FYFNQMF EFT
QSÏBEEJUJPOT 




/PVT DIFSDIPOT FOTVJUF Ë BNÏMJPSFS MFYQPTBOUϵ 	DIBQJUSF Ɗ
 /PVTNFUUPOT FOVWSF EFTNÏUIPEFT
OVNÏSJRVFT QPVS UFOUFS EPCUFOJS 	TFNJ
BVUPNBUJRVFNFOU EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT QPVS EFT UBJMMFT
EF NBUSJDFT QMVT HÏOÏSBMFT
a
Ɛ  DG http://bodrato.it/software/strassen.html
Ɖƌ
& SKD "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FONÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPOEFNBUSJDFT
4PNNBJSF
ƉƉ .FJMMFVS QMBDFNFOU FO NÏNPJSF  VO KFV EF HBMFU                   ƉƎ
ƉƉƉ 1SÏTFOUBUJPO HÏOÏSBMF EV QSPCMÒNF                     ƉƎ
ƉƉƊ -F KFV EF HBMFU                                 ƉƏ
ƉƉƋ *NQMBOUBUJPO EV KFV EF HBMFU                         ƉƐ
ƉƉƌ $PODMVTJPO FU QSPMPOHFNFOUT                        ƊƉ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF                       ƊƉ
ƉƊƉ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD FOUSÏFT DPOTUBOUFT  VOF QSFNJÒSF BQQSPDIF    ƊƊ
ƉƊƊ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD ÏDSBTFNFOU EFT PQÏSBOEFT  DBT DBSSÏ       ƊƏ
ƉƊƋ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD FOUSÏFT DPOTUBOUFT  DBT DBSSÏ            ƋƊ
ƉƊƌ $BT HÏOÏSBM  PSEPOOBODFNFOUT IZCSJEFT                  ƋƊ
ƉƊƍ 4ZOUIÒTF                                    ƋƎ
ƉƊƎ *NQMBOUBUJPO EFT OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT               ƋƎ
ƉƋ 1SPMPOHFNFOUT                                     ƋƎ
-Į ĺłĹŁĶĽĹĶİĮŁĶļĻ OBÕWF EF NBUSJDFT OVUJMJTF QBT EBMMPDBUJPOT FO QMVT EF DFMMFT EF TFT FOUSÏFTFU TPSUJFT 	PQÏSBUJPO EJUF FO QMBDF
 1BS DPOUSF NÐNF MFT NFJMMFVST PSEPOOBODFNFOUT DPOOVTEF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF EF NBUSJDF FO VUJMJTFOU %BVUSF QBSU NVMUJQMJFS EFVY NBUSJDFT EF UBJMMF
 ·  TVS VO DPSQT SFQSÏTFOUBCMF TVS VONPUNBDIJOF QFVU TFČFDUVFS FO FOWJSPO Ɗƈƈ TFDPOEFT
TVS VO QSPDFTTFVS *OUFM $PSF Ɗ EVP BWFD ƌ(P EF NÏNPJSF 3". 1BS DPOUSF MB NVMUJQMJDBUJPO EF NB
USJDFT Ë QFJOF QMVT HSPTTFT TVS MB NÐNF BSDIJUFDUVSF BWFD MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE 	BMHPSJUINF ƈƊ
PSEPOOBODFNFOU EV UBCMFBV ƉƉ Q ƊƊ
 KVTRVBV EFSOJFS OJWFBV EF SÏDVSTJPO OF UJFOU QBT FO NÏNPJSF
$FT SFNBSRVFT NÒOFOU BV QSPCMÒNF  j EBOT RVFMMF NFTVSF QFVUPO MJNJUFS WPJSF TVQQSJNFS MVTBHF
EF DFUUF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF  x $F DIBQJUSF TBUUBDIF Ë SÏQPOESF Ë DFUUF RVFTUJPO FU Ë QSPQPTFS EFT
JNQMBOUBUJPOT FďDBDFT Ë MB GPJT FO DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF FU TQBUJBMF /PVT BMMPOT FYQPTFS VO BMHP
SJUINF 	KFV EF HBMFU
 RVJ QFSNFU EF DSÏFS EFT PSEPOOBODFNFOUT QPVS VO BMHPSJUINF EF NVMUJQMJDBUJPO
FU EFT DPOUSBJOUFT EPOOÏFT /PUBNNFOU OPVT BMMPOT BVUPSJTFS EFT BMHPSJUINFT RVJ ÏDSBTFOU MFVST FO
USÏFT $FTU MPCKFU EF MB TFDUJPO ƉƉ /PVT FYQMJRVPOT EBCPSE FO RVPJ VO KFV EF HBMFU OPVT QFSNFU EF
DSÏFS EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT RVJ SÏQPOEFOU Ë OPT BUUFOUFT QVJT OPVT EÏĕOJTTPOT OPT SÒHMFT EV KFV FU
ĕOBMFNFOU NPOUSPOT DPNNFOU OPVT QPVWPOT QSPEVJSF VOF JNQMBOUBUJPO HÏOÏSJRVF  JF SÏVUJMJTBCMF
TVS EBVUSFT KFVY FYUFOTJCMF Ë EBVUSFT SÒHMFT BWFD VO NJOJNVN EF DPEF Ë GPVSOJS
Ɖƍ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
/PVT BMMPOT BVTTJ DSÏFS EBOT MB TFDUJPO ƉƊ EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT Ë MBJEF EF EJWFSTFT UFDIOJRVFT
	VUJMJTBUJPO EF QSÏBEEJUJPOT QSFNJÒSF ÏUBQF EF DBMDVM DMBTTJRVF TVS EFT CMPDT KPOHMBHF FOUSF MF OPNCSF
EBQQFMT SÏDVSTJGT FU EFT BQQFMT Ë EFT GPODUJPOT TQÏDJBMJTÏFT
 /PVT DPNNFOÎPOT QBS QSÏTFOUFS MFT PS
EPOOBODFNFOUT FYJTUBOUT FU OPVT FYIJCPOT EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT FU PSEPOOBODFNFOUT RVJ OPVT
QFSNFUUFOU EF MFT BNÏMJPSFS /PVT ÏUVEJPOT MF DBT EFT NVMUJQMJDBUJPOT FU BDDVNVMBUJPOT RVJ ÏDSBTFOU
VO PV EFVY PQÏSBOEFT  BWFD EFT DBMDVMT DPNQMFUT EF DPNQMFYJUÏT FU VOF SFDPNCJOBJTPO ĕOF EFT EJ
WFST PSEPOOBODFNFOUT OPVT QBSWFOPOT Ë DSÏFS EFT PSEPOOBODFNFOUT FďDBDFT EPOU MFT FOUSÏFT TPOU
DPOTUBOUFT /PVT DPODMVPOT QBS VO UBCMFBV SÏDBQJUVMBUJG
ĕĕ .FJMMFVS QMBDFNFOU FO NÏNPJSF  VO KFV EF HBMFU
/PVT BMMPOT EÏWFMPQQFS EBOT DFUUF TFDUJPO VO BMHPSJUINF RVJ QFSNFU EF USPVWFS MFT NFJMMFVST PSEPO
OBODFNFOUT FO UFSNF EF NÏNPJSF QPVS VOF GPSNVMF EF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF EPOOÏF 0SEPOOBODFS
EFT UÉDIFT FTU VO QSPCMÒNF BODJFO FO JOGPSNBUJRVF FU QBSUJDVMJÒSFNFOU QPVS MFT DPNQJMBUFVST PV MFT
TZTUÒNFT EFYQMPJUBUJPO $FTU FO HÏOÏSBM VO QSPCMÒNF /1DPNQMFU 	<4FUƏƋ>
 DFQFOEBOU QPVS EF QFUJUFT
UBJMMFT OPVT QPVWPOT VUJMJTFS EFT UFDIOJRVFT EF GPSDF CSVUF -JEÏF JOJUJBMF QPVS USPVWFS FU DFSUJĕFS EFT
PSEPOOBODFNFOUT TF SFUSPVWF EBOT <)-++,ƑƎC> /PVT BWPOT BEBQUÏ MFVST UFDIOJRVFT Ë OPT CFTPJOT FO
NPEJĕBOU MFT SÒHMFT EV KFV DMBTTJRVF
ĕĕĕ 1SÏTFOUBUJPO HÏOÏSBMF EV QSPCMÒNF
/PVT SFQSÏTFOUPOT VO PSEPOOBODFNFOU QBS VO HSBQIF BDZDMJRVF PSJFOUÏ -FT OVET JOJUJBVY TPOU
MFT EPOOÏFT EF MBMHPSJUINF MFT OVET UFSNJOBVY TFT SÏTVMUBUT 6O OVE QFVU Ë MB GPJT ÐUSF JOJUJBM FU
UFSNJOBM &O DIBRVF OVE TFČFDUVF VOF PQÏSBUJPO MFT QBSFOUT ÏUBOU MFT PQÏSBOEFT 	QPTTJCMFNFOU PS
EPOOÏT
 6O KFV EF HBMFU SFQSÏTFOUF VO FTQBDF NÏNPJSF "V EÏCVU EV KFV UPVT MFT OVET JOJUJBVY TPOU
BMMPVÏT EPOD QPTTÒEFOU VO HBMFU
7PJDJ QBS FYFNQMF MF HSBQIF RVJ SFQSÏTFOUF Ɖ MBMHPSJUINFEF8JOPHSBE 	ĕHVSF ƉƉ
 %BOT MB ĕHVSF ƉƊ
# " " # # " " #
5 4 5 4 1
1





'ĶĴ ƉƉ  "SCSF EFT EÏQFOEBODFT EBOT MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE
Ɖ  -FT MPTBOHFT DPSSFTQPOEFOU BVY NVMUJQMJDBUJPOT MFT DFSDMFT BVY ÏUBUT ĕOBVY PV JOJUJBVY MFT DBSSÏT BVY BVUSFT WBSJBCMFT
JOUFSNÏEJBJSFT -F CMFV GPODÏ FTU VUJMJTÏ QPVS NFUUSF FO BWBOU MFT OVET ĕOBVY DPSSFTQPOEBOU Ë $
ƉƎ
ƉƉ .FJMMFVS QMBDFNFOU FO NÏNPJSF  VO KFV EF HBMFU
OPVT SFQSÏTFOUPOT Ɗ MBSCSF EFT EÏQFOEBODFT QPVS MF OPVWFM BMHPSJUINF EBDDVNVMBUJPO 	BMHPSJUINF ƉƊ
WPJS QFY QBHF Ɗƌ
 UBOEJT RVF EBOT MB ĕHVSF ƉƋ OPVT SFQSÏTFOUPOT MF HSBQIF EF MBMHPSJUINF VUJMJTÏ QBS
FYFNQMF QPVS MPSEPOOBODFNFOU EV UBCMFBV ƉƉƋ 	WPJS QBHF ƋƉ

$ $ $ " " # # " # " # $

















'ĶĴ ƉƊ  "SCSF EFT EÏQFOEBODFT QPVS $ Ъ ϟ"# , Ϡ$ BWFD Ǝ BDDVNVMBUJPOT
/PVT SBQQFMPOT RVF OPVT DIFSDIPOT Ë PSEPOOBODFS MFT PQÏSBUJPOT EF DFT BMHPSJUINFT EF NBOJÒSF
Ë VUJMJTFS MF NPJOT QPTTJCMF EF NÏNPJSF UFNQPSBJSF 1PVS Z QBSWFOJS MJEÏF EBOT <)-++,ƑƎC> FTU EF
SFQSÏTFOUFS VO FTQBDF NÏNPJSF QBS VO HBMFU FU EF USPVWFS VOF TVJUF EPQÏSBUJPOT 	EF OVET
 RVJ NJ
OJNJTF MVUJMJTBUJPO EF DFT HBMFUT 6O PSEPOOBODFNFOU DPSSFTQPOESB Ë MB TVJUF EFT PQÏSBUJPOT TVS MFT
HBMFUT EBOT MF HSBQIF EFT EÏQFOEBODFT KVTRVË DF RVF UPVT MFT OVET UFSNJOBVY FO QPTTÒEFOU VO -F
DBT DPOUSBJSF  BVDVO PSEPOOBODFNFOU USPVWÏ BQSÒT VOF SFDIFSDIF FYIBVTUJWF DFSUJĕF RVJM OFYJTUF
QBT EPSEPOOBODFNFOUT RVJ SÏQPOEFOU BVY SÒHMFT ĕYÏFT BV OPNCSF EF HBMFUT FU Ë MBSCSF EPOOÏT %Ïĕ
OJTTPOT NBJOUFOBOU QMVT QSÏDJTÏNFOU DF KFV EF HBMFUT
ĕĕĖ -F KFV EF HBMFU
*OUVJUJWFNFOU OPVT OPVT BVUPSJTPOT Ë EÏQMBDFS VO HBMFU TVS MBSCSF 	FČFDUVFS VOF PQÏSBUJPO FO QMBDF
EBOT DFUUF NÏNPJSF
 MF TVQQSJNFS 	MJCÏSFS MB NÏNPJSF DPSSFTQPOEBOUF
 PV FO BKPVUFS VO 	BMMPVFS EF
MB NÏNPJSF
 $FTU TVS DFT JEÏFT RVF <)-++,ƑƎC> POU DSÏÏ MFT SÒHMFT EV KFV EF HBMFU 	QFCCMF HBNF
 /PVT
QSÏDJTPOT EPOD MFT SÒHMFT EV KFV QPVS MF KFV DMBTTJRVF Ë MB EJČÏSFODF OPUBCMF Pá QPVS OPVT EFT HBMFUT
TPOU JOJUJBMFNFOU QMBDÏT TVS MFT OVET JOJUJBVY
4VQQSFTTJPO 6O HBMFU QFVU ÐUSF TVQQSJNÏ EF UPVU OVE OPO JOJUJBM 	JF VO FTQBDF NÏNPJSF FTU MJCÏSÏ

"KPVU 4J UPVT MFT QBSFOUT EVO OVE POU VO HBMFU BMPST VO HBMFU QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS DF OVE 	JF VOF
PQÏSBUJPO QFVU ÐUSF FČFDUVÏF MPSTRVF PQÏSBOEFT FU SÏTVMUBU TPOU BMMPVÏT

%ÏQMBDFNFOU 4J UPVT MFT QSÏEÏDFTTFVST EVO OVE TBOT HBMFU POU VO HBMFU FU RVF MPQÏSBUJPO FTU VOF
BEEJUJPO PV TPVTUSBDUJPO BMPST MF HBMFU EVO QBSFOU RVJ OFTU QBT JOJUJBM QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS DF OVE
	JF DFUUF PQÏSBUJPO QFVU ÐUSF FČFDUVÏF FO QMBDF EBOT MBNÏNPJSF DPSSFTQPOEBOU BV HBMFU EÏQMBDÏ

-F KFV TBSSÐUF MPSTRVF UPVT MFT OVET UFSNJOBVY POU VO HBMFU -B TVJUF EFT PQÏSBUJPOT FČFDUVÏFT DPOTUJ
UVF BMPST VO PSEPOOBODFNFOU QPVS MBMHPSJUINF KPVÏ
Ɗ  *DJ MÏUJRVFUUF Ҩ EBOT VO OVE JOEJRVF MB NVMUJQMJDBUJPO EBOT MF QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO
ƉƏ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
$ $ $ " " # # " # " # $
;
;














'ĶĴ ƉƋ  "SCSF EFT EÏQFOEBODFT QPVS $ Ъ ϟ"# , Ϡ$ BWFD ƍ BDDVNVMBUJPOT
/PVT BMMPOT NBJOUFOBOU DPNQMFYJĕFS DF KFV QPVS BKPVUFS EF OPVWFMMFT DPOUSBJOUFT /PVT EÏDSJWPOT
BJOTJ RVBUSF OPVWFMMFT SÒHMFT RVJ SFMBYFOU VO QFV MFT IZQPUIÒTFT DMBTTJRVFT  JM QFVU ÐUSF BVUPSJTÏ EF SB
KPVUFS EFT PQÏSBUJPOT EBMUÏSFS MBSCSF EF KPVFS BWFD EFT HBMFUT OPO IPNPHÒOFT 	TQÏDJĕFS EFT DPOUSBJOUFT
TVS MFT [POFT NÏNPJSFT

5PVU EBCPSE OPVT SFNBSRVPOT RVF MBJTTFS MFT HBMFUT JOJUJBVY ĕYFT DPSSFTQPOE Ë DPOTFSWFS MFT FO
USÏFT DPOTUBOUFT BV DPVST EV KFV /PVT QPVWPOT DFQFOEBOU BVUPSJTFS EFT HBMFUT JOJUJBVY Ë ÐUSF EÏQMBDÏT
TVQQSJNÏT WPJSF ÏDSBTÏT 	JF EFT EPOOÏFT EF MBMHPSJUINF TPOU NPEJĕÏFT MPST EF TPO FYÏDVUJPO JM OFTU
QMVT j Ë FOUSÏFT DPOTUBOUFT x

6O HBMFU QFVU ÐUSF EVQMJRVÏ 	DPQJÏSFTUBVSÏ
 "MHPSJUINJRVFNFOU DFMB SFWJFOU Ë FČFDUVFS VOF PQÏ
SBUJPO RVBESBUJRVF TVQQMÏNFOUBJSF
6O HBMFU QFVU BWPJS EFT BUUSJCVUT  QBS FYFNQMF MB UBJMMF EF MB NÏNPJSF RVJM SFQSÏTFOUF VO ESBQFBV
6OF WBSJBOUF EVOF PQÏSBUJPO QFVU ÐUSF TÏMFDUJPOOÏF TVS VO OVE $FMB QFSNFU OPUBNNFOU EF QPV
WPJS DIPJTJS FOUSF EJWFST BMHPSJUINFT 	QFY FOUSF EFT NVMUJQMJDBUJPOT PV BDDVNVMBUJPOT RVJ QFVWFOU PV
OPO ÏDSBTFS MFVST FOUSÏFT
 NBJT DFMB QFSNFU BVTTJ EF QPVWPJS EÏDPNQPTFS DFSUBJOFT PQÏSBUJPOT 	QFY
VO QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO QFVU EFWFOJS VOF NVMUJQMJDBUJPO TVJWJF EVOF BEEJUJPO

$FU BMHPSJUINF B ÏUÏ JNQMBOUÏ VOF QSFNJÒSF GPJT FO NFUUBOU MBDDFOU TVS MB HÏOÏSBMJUÏ EBOT MFT QPTTJ
CJMJUÏT TVS MFT PQÏSBUJPOT FU MFT HBMFUT *M ÏUBJU EJďDJMFNFOU NBJOUFOBCMF *M B EPOD ÏUÏ UPUBMFNFOU SÏÏDSJU
EBOT VO TPVDJ EF HÏOÏSJDJUÏ EVOF QBSU FU EF NFJMMFVSF FďDBDJUÏ FU EF TJNQMJDJUÏ EBVUSF QBSU
ĕĕė *NQMBOUBUJPO EV KFV EF HBMFU
-BMHPSJUINF WB SFDIFSDIFS SÏDVSTJWFNFOU 	QBS GPSDF CSVUF
 TJM FTU QPTTJCMF EF DSÏFS VO PSEPOOBO
DFNFOU BWFD EFT DPOEJUJPOT JOJUJBMFT QSFTDSJUFT 	QBS FYFNQMF MF OPNCSF EF HBMFUT BVUPSJTÏT
 /PVT
NPOUSPOT EBOT MBMHPSJUINF ƉƉ MB TUSVDUVSF TJNQMF EF DFU BMHPSJUINF -F QSPHSBNNF MJNQMBOUBOU
TBQQFMMF HBMFU TPO DPEF TPVSDF FTU CJFO TßS MJCSF 	MJDFODF (1-WƊ
 FU JM FTU EJTQPOJCMF Ë MBESFTTF
https://forge.imag.fr/projects/galet/ -JNQMBOUBUJPO RVF OPVT BWPOT DIFSDIÏF Ë DSÏFS EFWBJU
SFOESF DF KFV EF HBMFU MF QMVT HÏOÏSJRVF QPTTJCMF
&O FČFU GBJTPOT RVFMRVFT JOTUBOUT VOF EJHSFTTJPO TVS VO KFV EFT HBMFUT CJDPMPSFT 	<),ƐƉ>
 EPOU MF
USBJUFNFOU QBS HBMFU NB ÏUÏ QSPQPTÏ QBS <..ƈƑ> $F KFV NPEÏMJTF EFT QSPCMÒNFT EFOUSÏFTPSUJF QBS
FYFNQMF TVS VOF NÏNPJSF DBDIF %FT HBMFUT CMFVT SFQSÏTFOUFOU VOF NÏNPJSF MFOUF UBOEJT RVVO HBMFU
ƉƐ
ƉƉ .FJMMFVS QMBDFNFOU FO NÏNPJSF  VO KFV EF HBMFU
"MHPSJUINF ƉƉ  Explore	(ϵ

&OUSÏFT  6O HSBQIF ( SFQSÏTFOUBOU VO BMHPSJUINF alg VO FOTFNCMFϵ EF SÒHMFT EV KFV
4PSUJFT  VOUPVUBVDVO PSEPOOBODFNFOU QPVS alg TBUJTGBJTBOU BVY SÒHMFTਹ Ъ listeCoupsPossibles)(*






SPVHF FTU VOFNÏNPJSF SBQJEF.FUUSF VO HBMFU DPMPSÏ TVS VO OVE EVO BSCSF TJHOJĕF QMBDFS DFU ÏMÏNFOU
EBOT MFTQBDF NÏNPJSF DPSSFTQPOEBOU -F DBDIF ÏUBOU MF QMVT QSPDIF EFT JOTUSVDUJPOT JM FTU QFUJU SBSF
EPOD MF OPNCSF EF HBMFUT SPVHFT TFSB USÒT MJNJUÏ 1BS DPOUSF MF OPNCSF EF HBMFUT CMFVT QFVU ÐUSF JOĕOJ
-F KFV FTU UFSNJOÏ RVBOE UPVT MFT ÏMÏNFOUT ĕOBVY POU VO HBMFU CMFV -FT SÒHMFT EV KFV TPOU BMPST MFT
TVJWBOUFT 
*OJUJBMJTBUJPO 6O HBMFU CMFV QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS VO OVE JOJUJBM Ë OJNQPSUF RVFM NPNFOU
&OUSÏF 6O HBMFU SPVHF QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS VO OVE BZBOU VO HBMFU CMFV
4PSUJF 6O HBMFU CMFV QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS VO OVE DPOUFOBOU VO HBMFU SPVHF
$BMDVM 6O HBMFU SPVHF QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS VO OVE TJ UPVT TFT QBSFOUT POU VO HBMFU SPVHF
4VQQSFTTJPO 6O HBMFU QFVU ÐUSF SFUJSÏ EF OJNQPSUF RVFM OVE
$F KFV EF HBMFU CMFVoSPVHF FTU USÒT TJNJMBJSF BV OÙUSF EBOT TB GPSNVMBUJPO  OPVT DIFSDIPOT EPOD
Ë GBDUPSJTFS VO NBYJNVN EF DPEF QPVS QPVWPJS USBJUFS ÏHBMFNFOU DFT EFVY FYFNQMFT 	DG MB TPVT
TFDUJPO ƉƉƋƉ TVJWBOUF
 MJEÏBM ÏUBOU EF OF QSPQPTFS Ë DPEFS QPVS DIBDVO RVF EFT SÒHMFT FU VOF EFT
DSJQUJPO EFT HBMFUT FU DF EF NBOJÒSF TJNQMF 	DG MB TPVTTFDUJPO ƉƉƋƊ
 /PVT UFSNJOPOT NBJOUFOBOU
BWFD MB QSÏTFOUBUJPO EF HBMFU QBS MB EFTDSJQUJPO EF TFT QBSUJFT HÏOÏSJRVFT FU TQÏDJĕRVFT
ĕĕėĕ -B QBSUJF HÏOÏSJRVF
1PVS QSPQPTFS VOF WVF EFOTFNCMF MF MPHJDJFM HBMFU FTU DPOTUJUVÏ EFOUÐUFT $ TUSVDUVSÏT FO DMBTTFT
QPVS DIBRVF PCKFU BVY OPNT ÏWPDBUFVST Ƌ  Tree Node Pebble FU Move -B QBSUJF OPO HÏOÏSJRVF TF
SFUSPVWF EBOT VO EPTTJFS ./games/<+game_name+>/ -B RVFTUJPO RVJ TF QPTF BMPST FTU  QBSNJ UPVUFT
DFT DMBTTFT FU MFVST NFNCSFT RVFTU DF RVJ FTU HÏOÏSJRVF  5PVUFT MFT GPODUJPOT TVJWBOUFT TPOU UPVU Ë GBJU
HÏOÏSJRVFT
$PNNF TPO OPN MJOEJRVF MB DMBTTF Tree JNQMBOUF MB TUSVDUVSF EBSCSF FU MFT PQÏSBUJPOT TVS MFT HBMFUT
-B NBKPSJUÏ EF TFT GPODUJPOT NFNCSFT QFVU ÐUSF GBDUPSJTÏF -B DMBTTF Node EÏDSJU HÏOÏSJRVFNFOU VO
OVE EPOU Tree FTU DPNQPTÏ
6OF GPODUJPO Explore FYQMPSF SÏDVSTJWFNFOU VO BSCSF &MMF QFSNFU EF SFDIFSDIFS UPVT MFT PSEPO
OBODFNFOUT QPTTJCMFT PV TBSSÐUF BV QSFNJFS USPVWÏ /PVT OPUPOT RVF QPVS ÏWJUFS EF SFOUSFS EBOT VOF
CPVDMF JOĕOJF 	QFY FO TJUVBUJPO EF CPVDMF MPSTRVF EFT PQÏSBUJPOT TVDDFTTJWFT SBNÒOFOU Ë VOF QPTJ
UJPO EÏKË FYQMPSÏF
 DIBRVF BSCSF FTU IBDIÏ DFTU DF RVJ DPSSFTQPOE Ë MB GPODUJPO nonExploré EF MBMHP
SJUINF ƉƉ &O PVUSF QPVS MJNJUFS MF OPNCSF EPSEPOOBODFNFOUT Ë USBJUFS FO TPSUJF JM QFVU ÐUSF EÏDJEÏ
RVF MB GPODUJPO joueCoup QSPQBHF UPVT MFT DPVQT RVJ OF OÏDFTTJUFOU QBT EF EÏDJTJPO 'JOBMFNFOU JM FTU
UFOV Ë KPVS VOF MJTUF EFT OVET TVS MFTRVFMT VOF PQÏSBUJPO QFVU ÐUSF FČFDUVÏF DF RVJ QFSNFU Ë liste-
CoupsPossibles EF OF UFTUFS RVVO OPNCSF MJNJUÏ EF OVET FU EPQÏSBUJPOT
Ƌ  $POUSBJSFNFOU Ë MFSSFVS GBJUF EBOT MB QSFNJÒSF NPVUVSF EF HBMFU MBOHMBJT FTU DIPJTJ QPVS SFOESF MFT OPNT EF DMBTTFT
GPODUJPOT FUD FODPSF QMVT ÏWPDBUFVS
ƉƑ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
-FT FOUSÏFT 	VO HSBQIF
 FU TPSUJFT 	MPSEPOOBODFNFOU
 TF GPOU EBOT EFT ĕDIJFST BV GPSNBU 9.- 	FU
FO VUJMJTBOU MB QFUJUF CJCMJPUIÒRVF UJOZYNM ƌ &O QBSUJDVMJFS DF GPSNBU MFT SFOE GBDJMF Ë MJSF USBOTGPSNFS
$FTU OPUBNNFOU VUJMF QPVS USBJUFS MFT PSEPOOBODFNFOUT FO TPSUJF
%F QMVT JM FTU QPTTJCMF EF WJTVBMJTFS Ë UPVU NPNFOU MF HSBQIF PV EF TVJWSF TPO BWBODFNFOU EBOT EFT
ĕDIJFST .dot HSÉDF Ë (SBQIWJ[ ƍ
/PVT DPODMVPOT DF QBSBHSBQIF QBS VO FYFNQMF EF HSBQIF 	TJNQMF
 RVJ SFQSÏTFOUF MB TVJUF EPQÏSB






























$PEF ƉƉ  &YFNQMF EBSCSF FO FOUSÏF EF HBMFU
ĕĕėĖ -B QBSUJF TQÏDJöRVF
-B QBSUJF OPO HÏOÏSJRVF FU EPOD MF USBWBJM Ë BQQPSUFS MPSTRVF MPO DSÏF EF OPVWFMMFT SÒHMFT TF
SÏEVJU Ë 
 MFT SÒHMFT 	EÏUFDUJPOFYÏDVUJPO EVO DPVQ QPTTJCMF
 
 MB DMBTTF Pebble RVJ EÏDSJU MFT DBSBDUÏSJTUJRVFT EVO HBMFU 
 MB DMBTTF Move 	RVFMRVFT MJHOFT
 RVJ ÏOVNÒSF TFVMFNFOU MFT OPNT EFT BDUJPOT
$FUUF QBSUJF HÏOÏSJRVF FTU EPOD SÏEVJUF EF NBOJÒSF TBUJTGBJTBOUF Ë VOF QPSUJPO DPOHSVF Ǝ
ƌ  %JTQPOJCMF TVS http://www.grinninglizard.com/tinyxml/index.html FU EBOT UPVUFT MFT CPOOFT EJTUSJCVUJPOT
ƍ  %JTQPOJCMF TVS http://www.graphviz.org/ DPOWFSUJU EFT ĕDIJFST BV GPSNBU dot FO ĕDIJFST BV GPSNBU 1%' FO QBSUJ
DVMJFS
Ǝ  -FVS JNQMBOUBUJPO TF GBJU TPVT VO SÏQFSUPJSF games/mygame/ EV TPVSDF 6O ĕDIJFS EFOUÐUF games/mygame.h JODMVBOU
MFT DMBTTFT EBSCSF HÏOÏSJRVF FU EF HBMFU SÒHMFT PQÏSBUJPOT DPSSFTQPOEBOUFT TQÏDJĕRVFT FTU FOTVJUF TJNQMFNFOU JODMV BWBOU
Explorer.h
Ɗƈ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
ĕĕĘ $PODMVTJPO FU QSPMPOHFNFOUT
/PVT BWPOT EPOD SÏVTTJ Ë SÏEVJSF MB QBSUJF TQÏDJĕRVF BV DPEBHF NJOJNVN QPVS OPT CFTPJOT $FU
BMHPSJUINF B ÏUÏ VUJMJTÏ BWFD TVDDÒT QPVS USPVWFS EF OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT FYQPTÏT EBOT MB TFD
UJPO ƉƊ TVJWBOUF *M FYJTUF DFQFOEBOU RVFMRVFT JEÏFT FU UFDIOJRVFT RVJ OPOU QBT FODPSF ÏUÏ JOUSPEVJUFT
EBOT HBMFU 1BSNJ MFT UÉDIFT GBDJMFT Ë JNQMBOUFS FU RVJ OF EFNBOEFOU RVF EV UFNQT JM NBORVF VOF WÏ
SJUBCMF EPDVNFOUBUJPO BV QSPKFU VOF GPODUJPO RVJ HÏOÒSF BVUPNBUJRVFNFOU EV DPEF $ Ë QBSUJS EVO
PSEPOOBODFNFOU FU VOF CBUUFSJF EF UFTUT 1BSNJ MFT UÉDIFT QMVT BSEVFT DFU BMHPSJUINF OF GBJU QBT EF
SÏÏDSJUVSF EF HSBQIF 	OPUBNNFOU BKPVUFS EFT QSÏBEEJUJPOT PV TBWPJS FYUSBJSF VO QSPEVJU BWFD BDDV
NVMBUJPO
 /PVT QPVWPOT BVTTJ JNBHJOFS EF MF DPVQMFS BWFD EFT NÏUIPEFT TZNCPMJRVFT $FU BMHPSJUINF
FYQMPSF SBQJEFNFOU MFT HSBQIFT EV UZQF 4USBTTFOo8JOPHSBE 	ĕHVSF ƉƉ Q ƉƎ
 NBJT OB QBT ÏUÏ UFTUÏ TVS
EFT BSCSFT QMVT JNQPSUBOUT
-FT PSEPOOBODFNFOUT EF UÉDIFT POU ÏUÏ OBUVSFMMFNFOU CFBVDPVQ ÏUVEJÏT EBOT MF DBT EFT TZTUÒNFT
EFYQMPJUBUJPO FU EFT DPNQJMBUFVST QBS FYFNQMF FU BVTTJ EBOT MF DBESF EV QBSBMMÏMJTNF 	EF UÉDIFT EJOT
USVDUJPOT DG <506ƈƊ>
 /PVT QPVSSJPOT UJSFS EFT JEÏFT Ë QBSUJS EF MFVST UFDIOJRVFT UPVU FO HBSEBOU Ë
MFTQSJU RVF OPUSF QSPCMÒNF FTU BVTTJ FU TVSUPVU VO QSPCMÒNF EF NJOJNJTBUJPO FU EF DFSUJĕDBUJPO
ĕĖ 0SEPOOBODFNFOUT FóDBDFT FO NÏNPJSF
%BOT DFUUF TFDUJPO OPVT BMMPOT SBQQFMFS DFSUBJOT PSEPOOBODFNFOUT FU FO DSÏFS EF OPVWFBVY QPVS
MFT QSPEVJUT TUBOEBSET PV BWFD BDDVNVMBUJPO -PCKFDUJG FTU EF SÏEVJSF BV NBYJNVN WPJSF EF TVQQSJNFS
UPVU SFDPVST Ë EF MB NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF 1PVS BSSJWFS Ë OPT ĕOT OPVT BMMPOT DSÏFS UPVUF VOF TÏSJF
EF OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT RVJ ÏDSBTFOU PV OPO DFSUBJOT EF MFVST PQÏSBOEFT FU OPVT BMMPOT FOTVJUF
MFT SFDPNCJOFS FOUSF FVY /PVT BMMPOT WPJS RVF TJ OPVT HBHOPOT FO DPNQMFYJUÏ TQBUJBMF OPVT QFSEPOT
USÒT QFV FO UFSNF EF DPNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF
1MVT QSÏDJTÏNFOU EBOT MB TFDUJPO ƉƊƉ OPVT SBQQFMPOT MFT PSEPOOBODFNFOUT DMBTTJRVFT QPVS MFT
QSPEVJUT RVJ OÏDSBTFOU QBT MFVST FOUSÏFT FU OPVT FO QSPQPTPOT EF OPVWFBVY BWFD VOF NFJMMFVSF DPN
QMFYJUÏ &OTVJUF EBOT MFT TFDUJPOT ƉƊƊ FU ƉƊƋ OPVT OPVT SFTUSFJHOPOT BV DBT EFT UBJMMFT FO FOUSÏF
DBSSÏFT /PVT OPVT BVUPSJTPOT PV OPO Ë ÏDSBTFS DFSUBJOT PQÏSBOEFT DFMB OPVT QFSNFU EF DSÏFS EFT DBT
EF CBTF BVY DBSBDUÏSJTUJRVFT TQÏDJĕRVFT QPVS EBVUSFT BMHPSJUINFT QMVT HÏOÏSBVY 'JOBMFNFOU EBOT MB
TFDUJPO ƉƊƌ OPVT DPNCJOPOT UPVT MFT SÏTVMUBUT QSÏDÏEFOUT BWFD EFT UFDIOJRVFT IZCSJEFT QPVS QBS
WFOJS Ë EFT PSEPOOBODFNFOUT USÒT FďDBDFT DF RVF OPVT NPOUSFSPOT QBS MB TVJUF EBOT MJNQMBOUBUJPO
	TFDUJPO ƉƊƎ
 6O UBCMFBV EF TZOUIÒTF SFHSPVQF EBOT MB TFDUJPO ƉƊƍ MFT SÏTVMUBUT EF DPNQMFYJUÏ EFT
PSEPOOBODFNFOUT FU BMHPSJUINFT QSÏTFOUÏT EBOT DFUUF TFDUJPO
/PVT BMMPOT SFQSÏTFOUFS MFT PSEPOOBODFNFOUT USPVWÏT EBOT EFT UBCMFBVY DPNNF QBS FYFNQMF MF
UBCMFBV ƉƉ DJBQSÒT EPOU MB MFDUVSF QBS DPMPOOF JOEJRVF MPSESF EBOT MFRVFM MFT BQQFMT TPOU GBJUT 	OP

MPQÏSBUJPO BMHPSJUINJRVF FČFDUVÏF FU MB WBSJBCMF BMHPSJUINJRVF EBOT MBRVFMMF DFUUF EFSOJÒSF FTU FČFD
UVÏF 	MPD
 ® MB TVJUF EF DIBRVF PSEPOOBODFNFOU OPVT BMMPOT DBMDVMFS EJWFSTFT DPNQMFYJUÏT TPJU EBOT
MPSESF 
 MB DPNQMFYJUÏ TQBUJBMF 	NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF NBYJNBMF OÏDFTTBJSF
 OPUÏF & 
 MB DPNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF 	MF OPNCSF EPQÏSBUJPOT
 OPUÏF 8 
 MF OPNCSF EBMMPDBUJPOT OÏDFTTBJSFT 	MB UBJMMF DVNVMÏF EF MB NÏNPJSF VUJMJTÏF
 OPUÏ "
&O PVUSF EBOT MFT UBCMFBVY TVJWBOUT MB OPUBUJPO alg)"JK#JK* GBJU BQQFM Ë MBMHPSJUINF OPUÏ alg QPVS FG
GFDUVFS MPQÏSBUJPO "JK#JK %F MB NÐNF NBOJÒSF MFT DPNQMFYJUÏT QPVS DFU BMHPSJUINF TFSPOU OPUÏFT &alg
8alg PV "alg 1BS TJNJMBSJUÏ BWFD MFT OPUBUJPOT EF <)-++,ƑƎC> MB NBUSJDF $ TF EÏDPVQF DPNNF TVJU 
$ > ๪$ $$ $๫ > ๪6 66 6๫ /
'JOBMFNFOU MFT UBJMMFT EF " FU # TPOU SFTQFDUJWFNFOU N · L FU L · O
ƊƉ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
ĕĖĕ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD FOUSÏFT DPOTUBOUFT  VOF QSFNJÒSF BQQSPDIF
%BOT VO QSFNJFS UFNQT OPVT SBQQFMPOT MF DBT DMBTTJRVF EF MB NVMUJQMJDBUJPO TUBOEBSE BWFD FOUSÏFT
DPOTUBOUFT 	TPVTTFDUJPO ƉƊƉƉ
 QVJT OPVT DPOTJEÏSPOT MF DBT EV QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO 	TPVT
TFDUJPO ƉƊƉƊ
 FU FOĕO QSPQPTPOT OPUBNNFOU EBOT MB TPVTTFDUJPO ƉƊƉƋ VO OPVWFM BMHPSJUINF EF
QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO FU EFT QJTUFT QPVS BNÏMJPSFS MFT SÏTVMUBUT FYJTUBOUT EF DFT EFVY QSFNJÒSFT
TFDUJPOT RVF OPVT EÏWFMPQQFSPOT FOTVJUF 	TFDUJPO ƉƊƊ FU TVJWBOUFT

ĕĖĕĕ .VMUJQMJDBUJPO TUBOEBSE
/PVT DPOTJEÏSPOT EPOD EBCPSE MPQÏSBUJPO $ Ъ " · # QPVS MBRVFMMF <%)44Ƒƌ> QSPQPTF MPSEPO
OBODFNFOU wino 	DG UBCMFBV ƉƉ
 $PNNF <)-++,ƑƎC> MF NPOUSF JM OFTU QBT QPTTJCMF QPVS DFU PSEPO
OBODFNFOU EVUJMJTFS NPJOT EF EFVY UFNQPSBJSFT 'BJTPOT MFT DBMDVMT EF DPNQMFYJUÏ
5Įį ƉƉ  0SEPOOBODFNFOU wino EF 8JOPHSBE QPVS $ Ъ " · # BWFD EFVY UFNQPSBJSFT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ 4 > " ң " 9 ƉƊ 1 > wino ම"#ඹ 9
Ɗ 5 > # ң # : ƉƋ 6 > 1 , 1 $
Ƌ 1 > wino ම45ඹ $ Ɖƌ 6 > 6 , 1 $
ƌ 4 > " , " 9 Ɖƍ 6 > 6 , 1 $
ƍ 5 > # ң # : ƉƎ 6 > 6 , 1 $
Ǝ 1 > wino ම45ඹ $ ƉƏ 6 > 6 , 1 $
Ə 4 > 4 ң " 9 ƉƐ 5 > 5 ң # :
Ɛ 5 > # ң 5 : ƉƑ 1 > wino ම"5ඹ $
Ƒ 1 > wino ම45ඹ $ Ɗƈ 6 > 6 ң 1 $
Ɖƈ 4 > " ң 4 9 ƊƉ 1 > wino ම"#ඹ $
ƉƉ 1 > wino ම4#ඹ $ ƊƊ 6 > 1 , 1 $
$PNQMFYJUÏT EF MPSEPOOBODFNFOU XKOP
6OF ÏUVEF BUUFOUJWF EF DIBRVF ÏUBQF EF DFU PSEPOOBODFNFOU NPOUSF RVF MPSEPOOBODFNFOU wino
SFRVJFSU EFVY CMPDT UFNQPSBJSFT 9 FU : EPOU MFT EJNFOTJPOT TPOU SFTQFDUJWFNFOU NҦ ·NBY මLҦ, OҦඹ FU
LҦ · OҦ -B NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF VUJMJTÏF WÏSJĕF EPOD MB SFMBUJPO 
&wino )N, L, O* > NҦNBY මLҦ, OҦඹ , LҦOҦ , &wino මNҦ, LҦ, OҦඹ /
&O TPNNBOU DFT BMMPDBUJPOT EF CMPDT UFNQPSBJSFT KVTRVBV EFSOJFS OJWFBV EF SÏDVSTJPO PO PCUJFOU VOF
NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF 	Pá . > NJO |N, L, O~
 
&wino )N, L, O* > MPH).*
Jු> J )NNBY )L, O* , LO* 	ƉƉ
>  ึ ң .ื )NNBY )L, O* , LO*= Ҧ )NNBY )L, O* , LO* /
%F MB NÐNF NBOJÒSF PO QSPVWF MF MFNNF TVJWBOU 
ƊƊ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
-FNNF ƉƉ  4PJFOU N L FU O EFT QVJTTBODFT EF EFVY H)Y, Z, [* VOF GPODUJPO IPNPHÒOF . >
NJO |N, L, O~ FU G)N, L, O* VOF GPODUJPO UFMMF RVF
G)N, L, O* > ๰H මNҦ, LҦ, OҦඹ , G මNҦ, LҦ, OҦඹ TJ N, O FU L ?   TJOPO
"MPST G )N, L, O* >  ก ң .ข H)N, L, O* = Ҧ H)N, L, O*/
&O TVQQPTBOU RVF N > O > L PO PCUJFOU &wino )O, O, O* = ҦO RVBOUJUÏ FO QBSUJDVMJFS JOGÏSJFVSF Ë MB
UBJMMF EVO PQÏSBOEF 	O

*DJ Ə NVMUJQMJDBUJPOT FU Ɖƍ BEEJUJPOT TPOU VUJMJTÏFT EPOD MB DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF EV UBCMFBV ƉƉ
FTU EPOOÏF QBS MB SFMBUJPO 
๰8wino )O* > 8wino මOҦඹ ,  මOҦඹ8wino )* >  /
0O PCUJFOU 8wino )O* > Oϵ ң O/
® DIBRVF ÏUBQF EF SÏDVSSFODF EFVY UFNQPSBJSFT TPOU BMMPVÏT -F OPNCSF UPUBM EBMMPDBUJPOT TBUJTGBJU
EPOD Ë 
๰"wino )O* >  මOҦඹ , "wino මOҦඹ"wino )* >  ,
DF RVJ EPOOF "wino )O* > Ҧ මOϵ ң Oඹ /
ĕĖĕĖ 1SPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO
1PVS MPQÏSBUJPO QMVT HÏOÏSBMF $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ JM FYJTUF VO NFJMMFVS PSEPOOBODFNFOU RVF MB NÏ
UIPEF OBÕWF RVJ BVSBJU DPOTJTUÏ Ë FČFDUVFS $ᄤ Ъ ϟ" · # BWFD MF UBCMFBV ƉƉ QVJT $ Ъ $ᄤ , Ϡ$ FO
VUJMJTBOU EPOD VOF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF EF UBJMMF ), Ҧ*O EBOT MF DBT DBSSÏ &O FČFU MF UBCMFBV ƉƊ
EF <)-++,ƑƎC ĕH Ǝ> OF SFRVJFSU RVF USPJT CMPDT UFNQPSBJSFT QPVS MF NÐNF OPNCSF EPQÏSBUJPOT 	
NVMUJQMJDBUJPOT FU  ,  BEEJUJPOT
 FU QFSNFU DPNNF PO WB MF WPJS EF EF MJNJUFS MB NÏNPJSF TVQQMÏ
NFOUBJSF OÏDFTTBJSF -F OPNCSF EF USPJT CMPDT UFNQPSBJSFT FTU EBQSÒT MBNÐNF SÏGÏSFODFNJOJNBM QPVS
DFU BMHPSJUINF
5Įį ƉƊ  0SEPOOBODFNFOU wacc QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ BWFD Ƌ UFNQPSBJSFT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ 4 > " , " 9 ƉƊ 4 > " ң 4 9
Ɗ 5 > # ң # : ƉƋ 5 > 5 ң # :
Ƌ 1 > wino මϟ45ඹ ; Ɖƌ $ > wacc මϟ4# , $ඹ $
ƌ $ > 1 , Ϡ$ $ Ɖƍ 6 > 6 , $ $
ƍ $ > 1 , Ϡ$ $ ƉƎ 1 > wacc මϟ"5 ң Ϡ$ඹ $
Ǝ 4 > 4 ң " 9 ƉƏ 4 > " ң " 9
Ə 5 > # ң 5 : ƉƐ 5 > # ң # :
Ɛ 1 > wino මϟ"#ඹ ; ƉƑ 6 > wacc මϟ45 , 6ඹ ;
Ƒ $ > 1 , Ϡ$ $ Ɗƈ 6 > 6 , $ $
Ɖƈ 6 > wacc මϟ45 , 1ඹ ; ƊƉ 6 > 6 ң $ $
ƉƉ 6 > wacc මϟ"# , $ඹ $
ƊƋ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
$PNQMFYJUÏ EF MBMHPSJUINF XCEE
-FT USPJT CMPDT UFNQPSBJSFT 9,:,; POU EFT EJNFOTJPOT NҦ· LҦ LҦ· OҦ FU NҦ· OҦ 1VJTRVF MFT EFVY
CMPDT UFNQPSBJSFT EBOT MPSEPOOBODFNFOU wino TPOU QMVT QFUJUT PO B &wacc ࣏ &wino %POD EBQSÒT MF
MFNNF ƉƉ OPVT PCUFOPOT 
&wacc )N, L, O* >  ึ ң .ื )NL , LO ,NO* / 	ƉƊ

"WFD N > O > L DFMB EPOOF FO QBSUJDVMJFS &wacc )O, O, O* = O/
-B DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF TBUJTGBJU Ë MB SFMBUJPO 
๰8wacc )O* > 8wacc මOҦඹ , 8wino මOҦඹ ,  මOҦඹ8wacc )* >  / 	ƉƋ

%POD 8wacc )O* > Oϵ ң O/
4PO OPNCSF EBMMPDBUJPOT FTU EPOOÏ QBS  "wacc )O* >  මOҦඹ , "wacc මOҦඹ , "wino මOҦඹ / $FUUF
SÏDVSSFODF TF SÏTPVU FO "wacc )O* > ҦOϵ , OMPH)* ң ҦO/
ĕĖĕė 1JTUFT QPVS BNÏMJPSFS MFT DPNQMFYJUÏT EFT QSPEVJUT BWFD PV TBOT BDDVNVMBUJPO
&OPCTFSWBOU BUUFOUJWFNFOU DFT PSEPOOBODFNFOUT OPVT QPVWPOT GBJSF QMVTJFVST SFNBSRVFT RVJ OPVT
HVJEFSPOT QBS MB TVJUF $FTU MPCKFU EFT QBSBHSBQIFT TVJWBOUT
.PEJöFS MFT BMHPSJUINFT
&O UPVU QSFNJFS MJFV BWFD MFT BMHPSJUINFT QSÏTFOUÏT UFMT RVFMT 	BMHPSJUINF ƈƉ FU TVJWBOUT
 OPVT OF
QPVWPOT QBT FTQÏSFS SÏEVJSF MF OPNCSF EF CMPDT UFNQPSBJSFT OÏDFTTBJSFT  QBS DPOUSF OPVT QPVWPOT
NPEJĕFS MFT BMHPSJUINFT FVYNÐNFT /PVT QPVWPOT SFNBSRVFS EBOT MBMHPSJUINF ƈƌ RVF MF NPNFOU
Pá $ FTU BDDVNVMÏF BV QSPEVJU "# FTU FO GBJU QPTUÏSJFVS BVY EFVY QSFNJÒSFT QIBTFT 	QSÏBEEJUJPOT FU
NVMUJQMJDBUJPOT
 /PVT BWPOT DIFSDIÏ j Ë MB NBJO x 	FO GBJU BJEÏ QBS.BQMF
 EFT BMHPSJUINFT RVJ GFSBJFOU
BVTTJ EFT QSÏBEEJUJPOT TVS $ $FTU BJOTJ RVF QBS FYFNQMF FTU BQQBSV MBMHPSJUINF ƉƊ 1BS DPOUSF DFU
BMHPSJUINF VUJMJTF  ?  BEEJUJPOT &OTVJUF MF MPHJDJFM HBMFU B QFSNJT EF NPOUSFS RVF TFVMFNFOU
"MHPSJUINFƉƊ 6OOPVWFM BMHPSJUINF EF8JOPHSBE QPVS
$ Ъ "# , $
$ Ъ $ ң $ $ Ъ $ ң $
Ӷ
4J FU 5J DPNNF EBOT MBMHPSJUINF ƈƊ
Ӷ
1 Ъ " · # 1 Ъ 4 · # , 1
1 Ъ " · # , $ 1 Ъ 4 · 5 , $
1 Ъ 4 · 5 , $
Ӷ
$ Ъ 1 , 1 $ Ъ ң" · 5 , 6
6 Ъ 1 , 1 $ Ъ 1 , $
6 Ъ 4 · 5 , 6 $ Ъ 6 , $
$ Ъ 6 , 1
EFVY CMPDT UFNQPSBJSFT ÏUBJFOU OÏDFTTBJSFT QPVS DFU BMHPSJUINF -PSEPOOBODFNFOU accw QSPQPTÏ 	UB
CMFBV ƉƋ
 FTU TQÏDJBM EBOT MF TFOT Pá MPO B FO PVUSF BVUPSJTÏ MF SFDBMDVM EF DFSUBJOFT WBSJBCMFT 	JDJ 5
BV QSJY EF EFVY BEEJUJPOT TVQQMÏNFOUBJSFT
 /PVT QSPQPTPOT EPOD EBOT MF UBCMFBV ƉƋ VO OPVWFM PS
Ɗƌ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
EPOOBODFNFOU OPNNÏ accw QPVS DFUUF PQÏSBUJPO $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ RVJ OVUJMJTF RVF EFVY CMPDT
UFNQPSBJSFT FU OPVT ÏUVEJPOT FOTVJUF TFT DPNQMFYJUÏT
5Įį ƉƋ  0SEPOOBODFNFOU accw QPVS $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ BWFD EFVY UFNQPSBJSFT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ ; > $ ң $ $ Ɖƌ 1 > accw මϟ"# , Ϡ$ඹ $
Ɗ ; > $ ң $ $ Ɖƍ 6 > 1 , 1 $
Ƌ 4 > " , " 9 ƉƎ 6 > 6 , 1 $
ƌ 5 > # ң # : ƉƏ 4 > " ң " 9
ƍ 1 > accw මϟ45 , Ϡ;ඹ $ ƉƐ 5 > # ң # :
Ǝ 4 > 4 ң " 9 ƉƑ 6 > 1 , 6 $
Ə 5 > # ң 5 : > accw මϟ45 , 6ඹ
Ɛ 1 > accw මϟ45 , Ϡ$ඹ $ Ɗƈ 6 > 6 ,8 $
Ƒ 4 > " ң 4 9 ƊƉ 5ᄤ > # ң # :
Ɖƈ 8 > 1 , Ϡ; $ ƊƊ 5ᄤ > # ң 5ᄤ :
ƉƉ 1 > accw මϟ4# , 1ඹ $ ƊƋ 5 > 5ᄤ ң # :
ƉƊ 1 > wino මϟ"#ඹ 9 Ɗƌ 6 > 6 ң 1 $
ƉƋ 6 > 1 , 1 $ > accw මңϟ"5 , 6ඹ
$PNQMFYJUÏ EF MPSEPOOBODFNFOU CEEX
-FT EFVY CMPDT UFNQPSBJSFT 9,: POU EFT EJNFOTJPOT 9T > NҦ ·NBY඾LҦ, OҦ඿ FU :T > LҦ· OҦ /PVT
QPVWPOT EPOD ÏDSJSF &accw )N, L, O* > &accw මNҦ, LҦ, OҦඹ,9T,:T/%BQSÒT MF MFNNF ƉƉ OPVT PCUFOPOT
&accw )N, L, O* = Ҧ )NNBY)L, O* , LO* / "WFD N > O > L DFMB EPOOF &accw )O, O, O* = ҦO = &wacc/
-B DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF TBUJTGBJU MB SFMBUJPO 8accw )O* > 8accw මOҦඹ ,8wino මOҦඹ ,  මOҦඹ /
%POD 8accw )O* > Oϵ , OMPH)* ң O/
4PO OPNCSF EBMMPDBUJPOT FTU "accw )O* >  මOҦඹ , "accw මOҦඹ , "wino මOҦඹ / $FUUF SÏDVSSFODF TF
SÏTPVU FO "accw )O* > Ҧ මOϵ ң Oඹ /
/PVT SFNBSRVPOT RVF MB DPNQMFYJUÏ 8accw DPOUJFOU VO UFSNF FO OMPH)* ә O, DF RVJ JM GBVU CJFO
MF EJSF FTU NBVWBJT 1BS DPOUSF "accw FTU NFJMMFVSF 	QBT EF UFSNF FO OMPH)* ә O,
 /PVT BMMPOT
NBJOUFOBOU ÏUVEJFS EFT TPMVUJPOT QPVS MJNJUFS MB RVBOUJUÏ EF NÏNPJSF VUJMJTÏF UPVU FO SÏEVJTBOU DFUUF
DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF
0QUJNJTFS MF OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT  
/PVT DPOTUBUPOT RVF MVUJMJTBUJPO EF EFVY CMPDT UFNQPSBJSFT TFVMFNFOU OPVT QFSNFU EF GBJSF QBTTFS
MB RVBOUJUÏ EF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF EF O Ë ҦO $FQFOEBOU EBOT MB DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF VO
UFSNF FO OMPH)* ә , FTU BQQBSV "ĕO EF SFTUFS MF QMVT QSPDIF EFT DPNQMFYJUÏT DMBTTJRVFT OPVT ĕYPOT
OPT SFDIFSDIFT Ë EFT DPNQMFYJUÏT BSJUINÏUJRVFT EBOT MB DMBTTF Oϵ , ਿӍමOඹ  EPOD DFUUF DPNQMFYJUÏ
8accw OFTU QBT BDDFQUBCMF
1PVS NJFVY DPNQSFOESF MB SFMBUJPO EF SÏDVSSFODF 	ƉƋ
 RVF TBUJTGBJU MPSEPOOBODFNFOU wacc ÏUV
EJPOT MB SFMBUJPO TVJWBOUF QPVS VO PSEPOOBODFNFOU BMH EPOU V FTU VO QBSBNÒUSF FOUJFS FOUSF  FU 
SFQSÏTFOUBOU MF OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT FU W EÏDSJU MF OPNCSF EBEEJUJPOT 4J MPSEPOOBODFNFOU BMH
FTU VO QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO BMPST MFT QBSBNÒUSFT V FU W TPOU MJÏT QBS MF GBJU RVF MPSEPOOBODF
NFOU BMH DPOUJFOOFOU L > V , W BEEJUJPOT BV UPUBM 	FO DPNQUBOU MFT BEEJUJPOT EBOT MFT QSPEVJUT BWFD
BDDVNVMBUJPO

๰8BMH)O* > V8BMH මOҦඹ , ) ң V*8wino මOҦඹ , W මOҦඹ8BMH)* >  / 	Ɖƌ

Ɗƍ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
1PVS V ҙ J, K DFUUF SFMBUJPO EF SÏDVSSFODF QSFOE MB GPSNF Oϵ , G )L, O* O , මOඹ/ 1PVS V >  MF
UFSNF EPNJOBOU FTU , ?  DF RVJ FTU FYDMV %BOT MB ĕHVSF Ɖƌ TVJWBOUF OPVT SFQSÏTFOUPOT DF UFSNF G)L*
BĕO EF NJFVY DFSOFS MF SÙMF EF EV OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT V QBS SBQQPSU BV OPNCSF UPUBM EBEEJUJPOT
V ƈ Ɖ Ɗ Ƌ ƌ
G)L* Ҧ )L ң * Ҧ )L ң * Ҧ )L ң * L ң  MPH)O* )L ң * ң 
V ƍ Ǝ
G)L* OMPH)*ң )L ң * ,  ң L Ҧ මOMPH)*ң )L ң * ,  ң Lඹ
'ĶĴ Ɖƌ  *NQPSUBODF EV OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT EBOT MB DPNQMFYJUÏ EF wacc
/PVT DPOTUBUPOT RVF MF DBT V >  	QPVS MBMHPSJUINF wacc
 OFTU JOUÏSFTTBOU RVF TJ L ࣎  DF RVJ FTU
MF DBT /PVT SFNBSRVPOT BVTTJ RVF OPVT BWPOT JOUÏSÐU Ë QSPEVJSF EFT BMHPSJUINFT BWFD V FU L QFUJUT
"JOTJ BWJTÏT OPVT USBOTGPSNPOT MPSEPOOBODFNFOU accw FO MPSEPOOBODFNFOU accw2  DPNNF JOEJRVÏ Ə
EBOT MF UBCMFBV Ɖƌ /PVT BWPOT EPOD DIFSDIÏ Ë SFNQMBDFS DFSUBJOT BQQFMT SÏDVSTJGT QBS EFT BQQFMT Ë
MPSEPOOBODFNFOU wino &O FČFU EBQSÒT MB ĕHVSF Ɖƌ QPVS L >  QBSNJ MFT QPTTJCJMJUÏT V ҙ J, K MF
QMVT QFUJU G )L* DPSSFTQPOE Ë V > /"JOTJ OPVT BUUFJHOPOT VOF DPNQMFYJUÏ8accw2 > OϵңOMPH)* BWFD
UPVKPVST &accw2 ࣎ Ҧ&wacc/ 1BS BJMMFVST RVFMT RVF TPJFOU V FU L MF OPNCSF EBMMPDBUJPOT SFTUF DPOTUBOU FU
"accw2 > "accw > Ҧ මOϵ ң Oඹ /
5Įį Ɖƌ  0QUJNJTBUJPO accw2 EF MPSEPOOBODFNFOU accw
OP PQÏSBUJPO MPD
ƉƉ 8 > ϟ wino ම4#ඹ :
ƉƉCJT 1 > 8 , 1 $
ӷ
Ɖƌ 8 > ϟ wino ම"#ඹ :
ƉƌCJT 1 > 8 , Ϡ$ $
ӷ
Ɗƌ 1 > ϟ wino ම"5ඹ 9
ƊƌCJT 6 > 6 ң 1 $
/PVT BMMPOT FYQMPSFS QBS MB TVJUF EFT QPTTJCJMJUÏT TVQQMÏNFOUBJSFT EBNÏMJPSBUJPOT EF DFT PSEPOOBO
DFNFOUT
$PNNFOU BNÏMJPSFS MB DPNQMFYJUÏ TQBUJBMF EF DFT BMHPSJUINFT  
*M FTU SBJTPOOBCMF EF QFOTFS RVFO SFMÉDIBOU EFT IZQPUIÒTFT TVS MFT SÒHMFT EV KFV EF HBMFU PO QPVSSB
FYIJCFS EF NFJMMFVST BMHPSJUINFT RVF DFVY QSÏTFOUÏT KVTRVBMPST 1BS FYFNQMF OPVT QPVWPOT MBJTTFS VO
BMHPSJUINF ÏDSBTFS TFT FOUSÏFT 	FO BVUPSJTBOU MFT HBMFUT JOJUJBVY Ë ÐUSF EÏQMBDÏT PV ÏDSBTÏT QBS FYFNQMF

/PVT SFNBSRVPOT BMPST RVF EBOT MPSEPOOBODFNFOU QSPQPTÏ QPVS accw Ë MÏUBQF  QBS FYFNQMF ;
QFVU ÐUSF ÏDSBTÏ PV EBOT MÏUBQF  MFT PQÏSBOEFT 4 FU 5 QFVWFOU UPVT EFVY ÐUSF ÏDSBTÏT $FUUF JEÏF B
ÏUÏ QSPQPTÏF QBS <,SFƏƎ> *M WB BMPST TBWÏSFS DBQJUBM EF USPVWFS EFT BMHPSJUINFT FďDBDFT RVJ ÏDSBTFOU
	DFSUBJOFT EF
 MFVST FOUSÏFT
5PVUFT DFT BNÏMJPSBUJPOT WPOU ÐUSF UFTUÏFT BQQMJRVÏFT FU ÏWBMVÏFT EBOT MB TFDUJPO ƉƊƊ FU TVJWBOUFT
-F DBT QBSUJDVMJFS EFT PSEPOOBODFNFOUT QPVS EFT FOUSÏFT DBSSÏT FTU USBJUÏ EBCPSE
Ə  %BOT DFT UBCMFBVY MB OPUBUJPO A9CJT TJHOJĕF RVF MPQÏSBUJPO OVNÏSPUÏF A9CJT TVJU MPQÏSBUJPO OVNÏSPUÏF A9
ƊƎ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
ĕĖĖ 0SEPOOBODFNFOUT BWFD ÏDSBTFNFOU EFT PQÏSBOEFT  DBT DBSSÏ
/PVT BMMPOT DPNNFODFS QBS ÏUVEJFS MF DBT EF MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT DBSSÏFT /PVT EÏWFMPQ
QPOT EFT BMHPSJUINFT RVJ ÏDSBTFOU MFVST FOUSÏFT Ë ESPJUF Ë HBVDIF PV EFT EFVY DÙUÏT QPVS MF QSPEVJU
TUBOEBSE 	TPVTTFDUJPO ƉƊƊƉ
 FU QPVS MF QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO 	TPVTTFDUJPO ƉƊƊƊ
 4F SFT
USFJOESF BV DBT DBSSÏ DPSSFTQPOE Ë SFMÉDIFS VOF DPOUSBJOUF TVS MFT UBJMMFT EFT HBMFUT  DFMB SFWJFOU Ë
BVUPSJTFS QBS FYFNQMF EVUJMJTFS VO CMPD NÏNPJSF BMMPVÏ QPVS VOF TPVTNBUSJDF EF " QPVS TUPDLFS VO
CMPD NÏNPJSF EF $ PV SÏDJQSPRVFNFOU
ĕĖĖĕ 1SPEVJU TUBOEBSE
0SEPOOBODFNFOU FO QMBDF ÏDSBTBOU TFT FOUSÏFT
1MVT OPVT SFMÉDIPOT EF DPOUSBJOUFT QMVT OPVT BVSPOT EF GBDJMJUÏT Ë DSÏFS VO PSEPOOBODFNFOU UFMMF
FTU OPUSF DPOWJDUJPO EF EÏQBSU %BOT MF UBCMFBV Ɖƍ OPVT DPNNFOÎPOT EPOD QBS DSÏFS VO OPVWFM PSEPO
OBODFNFOU 	IP
 QPVS MF QSPEVJU $ Ъ " · # UPUBMFNFOU FO QMBDF 6OF SFDIFSDIF FYIBVTUJWF BWFD HBMFU
NPOUSF RVF MPO OF QFVU QBT ÏDSBTFS NPJOT EF RVBUSF TPVTCMPDT
5Įį Ɖƍ  0SEPOOBODFNFOU IP FO QMBDF QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ " · #
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ 4 > " ң " $ ƉƊ 4 > " ң 4 "
Ɗ 4 > " , " " ƉƋ 1 > IP ම45ඹ $
Ƌ 5 > # ң # $ Ɖƌ 6 > 1 , 1 $
ƌ 5 > # ң # # Ɖƍ 1 > IP ම"#ඹ $
ƍ 1 > IP ම45ඹ $ ƉƎ 6 > 1 , 1 $
Ǝ 4 > 4 ң " $ ƉƏ 6 > 6 , 1 $
Ə 1 > IP ම"#ඹ $ ƉƐ 6 > 6 , 1 $
Ɛ 5 > # ң 5 # ƉƑ 6 > 6 ң 1 $
Ƒ 1 > IP ම45ඹ " Ɗƈ 6 > 6 , 1 $
Ɖƈ 5 > 5 ң # $ ƊƉ 1 > IP ම4#ඹ "
ƉƉ 1 > IP ම"5ඹ " ƊƊ 6 > 6 , 1 $
/PVT SFNBSRVPOT RVF DFU PSEPOOBODFNFOU VUJMJTF TFVMFNFOU EFVY CMPDT EF# 	FU UPVU"
NBJT ÏDSBTF
UPVU # 	FU UPVU "
 &O FČFU MF DBMDVM EF 1 ÏDSBTF EFT QBSUJFT EF # BVTTJ $FQFOEBOU BV QSJY EF DPQJFT
FU SFTUBVSBUJPOT OPVT QBSWFOPOT Ë OÏDSBTFS RVF EFVY CMPDT EF " FU EFVY CMPDT EF # /PVT MF NPOUSPOT
EBOT MF UBCMFBV ƉƎ
5Įį ƉƎ  IPbis  SÏEVDUJPOT EFT QBSUJFT ÏDSBTÏFT EBOT MBMHPSJUINF IP
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
ƉƈCJT $ > " $ ƊƈCJT " > " "
ƉƉ 1 > IP ම"5ඹ " ƊƈUFS # > # #
ƉƉCJT " > $ " ƊƉ 1 > IP ම"#ඹ #
ӷ ƊƉCJT # > # #
ƉƍCJT # > # # ƊƉUFS " > " "
ƉƎ 1 > IP ම4#ඹ #
ƉƎCJT # > # #
1BS MB TVJUF IP 	QPVS JOQMBDF
 EÏTJHOFSB MVO PV MBVUSF EF DFT PSEPOOBODFNFOUT -FT DPNQMFYJUÏT
TPOU JDJ BJTÏFT Ë DBMDVMFS
ƊƏ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
$PNQMFYJUÏT EF MPSEPOOBODFNFOU ,3
%BOT MB WFSTJPO QSPQPTÏF EBOT MF UBCMFBV Ɖƍ MB DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF 8IP TBUJTGBJU Ë MB NÐNF
SFMBUJPO RVF 8wino EPOD MVJ FTU ÏHBMF  8IP > Oϵ ң O/ %BOT MF UBCMFBV ƉƎ JM GBVU CJFO TßS DPNQUFS
FO QMVT MF DPßU RVBESBUJRVF EFT DPQJFT FU SFTUBVSBUJPOT
$FU BMHPSJUINF FTU FO QMBDF EPOD "IP > &IP > 
0SEPOOBODFNFOUT ÏDSBTBOU TFVMFNFOU VOF FOUSÏF
%BOT MFT UBCMFBVY ƉƏ FU ƉƐ 	QBHF ƊƐ
 OPVT QSPQPTPOT EF OÏDSBTFS RVF MPQÏSBOEF HBVDIF PV MF
ESPJU $FT EFVY PSEPOOBODFNFOUT 	OvL FU OvR
 VUJMJTFOU EF MB NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF  TFVMFNFOU
VO UFNQPSBJSF NBJT VOF SFDIFSDIF FYIBVTUJWF B NPOUSÏ RVJM OFYJTUF BVDVO PSEPOOBODFNFOU OÏDSB
TBOU RVVO DÙUÏ RVJ TPJU FO QMBDF 1BS BJMMFVST VOF SFDIFSDIF FYIBVTUJWF NPOUSF BVTTJ RVJM OFYJTUF QBT
EPSEPOOBODFNFOU ÏDSBTBOU TFVMFNFOU VO CMPD EF MPQÏSBOEF "
5Įį ƉƏ  0SEPOOBODFNFOU OvL QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ " · #
FO VUJMJTBOU EFVY CMPDT EF " FU VO UFNQPSBJSF
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ 4 > " ң " $ ƉƊ 1 > OvL ම45ඹ $
Ɗ 4 > " , " " ƉƋ 5 > 5 ң # "
Ƌ 4 > 4 ң " $ Ɖƌ 6 > 1 , 1 $
ƌ 5 > # ң # $ Ɖƍ 6 > 6 , 1 $
ƍ 1 > OvL ම"#ඹ $ ƉƎ 6 > 6 , 1 $
Ǝ 5 > # ң # " ƉƏ 6 > 6 , 1 $
Ə 1 > IP ම45ඹ 9 ƉƐ 6 > 6 , 1 $
Ɛ 5 > # ң 5 " ƉƑ 1 > OvL ම"#ඹ 9
Ƒ 1 > IP ම45ඹ $ Ɗƈ 6 > 1 , 1 $
Ɖƈ 4 > " ң 4 $ ƊƉ 1 > IP ම"5ඹ "
ƉƉ 1 > OvL ම4#ඹ " ƊƊ 6 > 6 ң 1 $
5Įį ƉƐ  0SEPOOBODFNFOU OvR QPVS $ Ъ " · #
	QFOEBOU TZNÏUSJRVF EF OvL

OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ 4 > " ң " $ ƉƊ 1 > OvR ම"5ඹ #
Ɗ 4 > " , " $ ƉƋ 4 > " ң 4 #
Ƌ 5 > # ң # $ Ɖƌ 6 > 1 , 1 $
ƌ 1 > OvR ම"#ඹ $ Ɖƍ 6 > 6 , 1 $
ƍ 4 > 4 ң " # ƉƎ 6 > 6 , 1 $
Ǝ 5 > # ң # # ƉƏ 6 > 6 , 1 $
Ə 1 > IP ම45ඹ 9 ƉƐ 6 > 6 ң 1 $
Ɛ 5 > # ң 5 # ƉƑ 1 > IP ම4#ඹ #
Ƒ 1 > IP ම45ඹ $ Ɗƈ 6 > 6 , 1 $
Ɖƈ 5 > 5 ң # $ ƊƉ 1 > OvR ම"#ඹ #
ƉƉ 1 > OvR ම45ඹ $ ƊƊ 6 > 1 , 1 $
&O BVUPSJTBOU EFT DPQJFT FU FO DPNCJOBOU MFT EFVY BMHPSJUINFT OvL FU OvR OPVT SFNBSRVPOT RVF
OPVT QPVWPOT ÏDSBTFS TFVMFNFOU EFVY CMPDT EF " EBOT OvL FO NPEJĕBOU DFU PSEPOOBODFNFOU DPNNF
ƊƐ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
QSÏTFOUÏ EBOT MF UBCMFBV ƉƑ -BNÐNF UFDIOJRVF TBQQMJRVF QPVS OvR FU OPVT QPVWPOT ÏDSBTFS TFVMFNFOU
EFVY CMPDT EF # 	WPJS MF UBCMFBV ƉƉƈ

5Įį ƉƑ  OvLbis  NPEJĕDBUJPOT EF OvL QPVS
OÏDSBTFS RVF EFVY CMPDT EF "
OP PQÏSBUJPO MPD
ƉƐCJT " > " "
ӷ
ƉƑCJT " > " "
ӷ
ƊƉ 1 > OvR ම"5ඹ "
5Įį ƉƉƈ  OvLbis  NPEJĕDBUJPOT EF OvR QPVS
OÏDSBTFS RVF EFVY CMPDT EF #
OP PQÏSBUJPO MPD
ƉƑ 1 > OvL ම4#ඹ #
ӷ
ƊƈCJT # > # #
ӷ
ƊƉCJT # > # #
$PNQMFYJUÏT EFT PSEPOOBODFNFOUT 2W/ FU 2W5
$POTJEÏSPOT QBS FYFNQMF MF UBCMFBV ƉƐ QPVS MPSEPOOBODFNFOU OvR $PNNF MPSEPOOBODFNFOU OvL
TBUJTGBJU BVY NÐNFT SFMBUJPOT JM WÏSJĕF EPOD MFT NÐNFT FYQSFTTJPOT QPVS $ 8 FU "
-B UBJMMF EV CMPD UFNQPSBJSF 9 FTU මOҦඹ EPOD MB NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF SFRVJTF QBS MPSEPOOBO
DFNFOU OvR WÏSJĕF &OvR )O, O, O* = ҦO/
4B DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF FTU EPOOÏF QBS 8OvR )O* >  මOҦඹ , 8OvR මOҦඹ , 8IP මOҦඹ / 0O
PCUJFOU EPOD 8OvR )O* > 8wino > Oϵ ң O/
4PO OPNCSF EBMMPDBUJPOT TBUJTGBJU "OvR )O* > මOҦඹ,"OvR මOҦඹ,"IP මOҦඹ /0O B EPOD "OvR )O* >
ҦO MPH)O*/
*DJ GBJSF MF NBYJNVN EBQQFMT Ë IP QFSNFU EF SÏEVJSF MF OPNCSF EBMMPDBUJPOT 1BS FYFNQMF TJ MF
EFSOJFS BQQFM 	MJHOF ƊƉ UBCMFBV ƉƐ
 BWBJU ÏUÏ GBJU BWFD wino EBOT MF CMPD UFNQPSBJSF 9 MB DPNQMFYJUÏ
BSJUINÏUJRVF OBVSBJU QBT EJNJOVÏ FU " BVSBJU TJHOJĕDBUJWFNFOU BVHNFOUÏ
ĕĖĖĖ 1SPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO
0SEPOOBODFNFOU ÏDSBTBOU TFT EFVY FOUSÏFT
$POTJEÏSPOT EPOD NBJOUFOBOU MPQÏSBUJPO $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ Pá MFT PQÏSBOEFT " FU # QFVWFOU
ÐUSF ÏDSBTÏT %BOT MF UBCMFBV ƉƉƉ OPVT QSPQPTPOT VO PSEPOOBODFNFOU AcLR OÏDFTTJUBOU TFVMFNFOU
EFVY CMPDT UFNQPSBJSFT BV MJFV EFT USPJT EBOT MPSEPOOBODFNFOU wacc /PVT SFWJTJUPOT FO FČFU OPUSF
PSEPOOBODFNFOU accw FO VUJMJTBOU OPUBNNFOU MPSEPOOBODFNFOU IP %BOT OPUSF KFV EF HBMFU OPVT OF
QPVWPOT QBS FYFNQMF VUJMJTFS DFU BMHPSJUINF QPVS MPQÏSBUJPO mul RVF MPSTRVF TFT EFVY BSHVNFOUT POU
VO HBMFU RVJ QFVU ÐUSF ÏDSBTÏ 	DFTU MF DBT FO QBSUJDVMJFS MPSTRVF DFT HBMFUT OPOU QBT EBVUSFT ĕMT RVF DFMVJ
JNQMJRVÏ EBOT MB NVMUJQMJDBUJPO

$PNQMFYJUÏT EF MPSEPOOBODFNFOU $E/5
-B NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF SFRVJTF EBOT MF UBCMFBV ƉƉƉ QPVS 9 FU : FTU  මOҦඹ / %POD BWFD MF
MFNNF ƉƉ PO PCUJFOU &AcLR )O, O, O* = ҦO/
-B DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF EV UBCMFBV ƉƉƉ WÏSJĕF8AcLR )O* > 8AcLR මOҦඹ,8IP මOҦඹ, මOҦඹ /
"JOTJ 8AcLR )O* > Oϵ ң O ң O = 8accw2 )O* /
4PO OPNCSF EBMMPDBUJPOT FTU EPOOÏ QBS MB SÏDVSSFODF"AcLR )O* >  මOҦඹ,"AcLR මOҦඹ,"IP මOҦඹ
$FMB TF SÏTPVU FO "AcLR )O* > O ң OMPH)*/
3FNBSRVF /PVT OPUPOT RVF QMVTJFVST BQQFMT QPVSSBJFOU ÐUSF SFNQMBDÏT QBS EFT BQQFMT SÏDVSTJGT
OPUBNNFOU MFT DBMDVMT EF 8 FU 8 	FU BVTTJ BTTF[ GBDJMFNFOU DFVY EF 1,1
 NBJT 8AcLR DSPÔU
ƊƑ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
5Įį ƉƉƉ  0SEPOOBODFNFOU AcLR QPVS $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ ÏDSBTBOU " FU #
BWFD EFVY UFNQPSBJSFT FU EFVY BQQFMT SÏDVSTJGT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ ; > $ ң $ $ Ɖƌ 4 > " ң 4 "
Ɗ 4 > " , " 9 Ɖƍ 1 > ϟIP ම45ඹ 9
Ƌ 5 > # ң # : ƉƎ 8 > IP මϟ"#ඹ :
ƌ ; > $ ң ; $ ƉƏ 1 > 8 , Ϡ$ $
ƍ 5 > # ң # # ƉƐ 1 > ϟIP ම"#ඹ :
Ǝ 4 > " ң " " ƉƑ 6 > 1 , 1 $
ƍ 1 > AcLR මϟ45 , Ϡ;ඹ $ Ɗƈ 6 > 1 , 1 9
Ɛ 4 > 4 ң " " ƊƉ 6 > 6 , 1 $
Ƒ 5 > # ң 5 # ƊƊ 6 > 6 , 1 9
Ɖƈ 1 > AcLR මϟ45 , Ϡ$ඹ $ ƊƋ 6 > 6 ң 1 $
ƉƉ 5 > 5 ң # 9 Ɗƌ 6 > 6 , 1 $
ƉƊ 8 > IP මϟ"5ඹ : Ɗƍ 1 > ϟIP ම4#ඹ $
ƉƋ 1 > 8 ң Ϡ; $ ƊƎ 6 > 6 , 1 $
0SEPOOBODFNFOU ÏDSBTBOU TPO PQÏSBOEF ESPJU
/PVT DSÏPOT BVTTJ MF UBCMFBV ƉƉƊ RVJ SFQSÏTFOUF VO PSEPOOBODFNFOU TJNJMBJSF Ë AcLR NBJT RVJ
OÏDSBTF RVF MPQÏSBOEF EF ESPJUF *M VUJMJTF MVJ BVTTJ TFVMFNFOU EFVY UFNQPSBJSFT FU GBJU BQQFM Ë MPS
EPOOBODFNFOU OvR
5Įį ƉƉƊ  0SEPOOBODFNFOU AccR QPVS $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ ÏDSBTBOU #
BWFD EFVY UFNQPSBJSFT FU USPJT BQQFMT SÏDVSTJGT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ ; > $ ң $ $ Ɖƌ 4 > 4 ң " :
Ɗ 5 > # ң # 9 Ɖƍ 1 > ϟOvR ම45ඹ #
Ƌ ; > $ ң ; $ ƉƎ 4 > " ң 4 :
ƌ 5 > # ң # # ƉƏ 1 > ϟOvR ම"#ඹ 9
ƍ 4 > " ң " : ƉƐ 6 > 1 , 1 #
Ǝ 1 > AcLR මϟ45 , Ϡ;ඹ $ ƉƑ 6 > 6 , 1 $
Ə 4 > " , " : Ɗƈ 6 > 6 , 1 #
Ɛ 5 > # ң 5 # ƊƉ 6 > 6 ң 1 $
Ƒ 1 > AccR මϟ45 , Ϡ$ඹ $ ƊƊ 6 > 1 , 1 $
Ɖƈ 5 > 5 ң # 9 ƊƋ 6 > 6 , 1 $
ƉƉ 1 > AccR මϟ"5 ң Ϡ;ඹ $ Ɗƌ 1 > ϟIP ම4#ඹ $
ƉƊ 8 > OvR මϟ"#ඹ 9 Ɗƍ 6 > 6 , 1 $
ƉƋ 1 > 8 , Ϡ$ $
$PNQMFYJUÏT EF MPSEPOOBODFNFOU $EE5
-B NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF &AccR )O, O, O* FTU මOҦඹ,මOҦඹ,NBY ම&AccR,&OvR,&AcLRඹ මOҦ, OҦ, OҦඹ /
/PVT BWPOT &AccR ? &OvR DBS MPSEPOOBODFNFOU OvR OVUJMJTF RVVO CMPD UFNQPSBJSF "V ĕOBM EBQSÒT MF
MFNNF FU QVJTRVF AcLR VUJMJTF MF NÐNF OPNCSF EF CMPDT UFNQPSBJSFT OPVT PCUFOPOT &AccR )O, O, O* =
ҦO/
Ƌƈ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
-B DPNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF EV UBCMFBV ƉƉƊ WÏSJĕF 8AccR )O* > 8AccR මOҦඹ , 8AcLR මOҦඹ ,
8OvR මOҦඹ ,8IP මOҦඹ ,  මOҦඹ / %POD 8AccR > Oϵ ң ҦO ң ҦO MPH)O* ң ҦO = 8accw2/
1BS BJMMFVST MF OPNCSF EBMMPDBUJPOT TVQQMÏNFOUBJSFT EF AccR TBUJTGBJU MB SFMBUJPO "AccR )O* >
 මOҦඹ , "AccR මOҦඹ , "AcLR මOҦඹ , "OvR මOҦඹ , "IP මOҦඹ , DF RVJ EPOOF "AccR )O* > ҦO MPH)O* ,
ҦO ң OMPH)* , ҦO/
3FNBSRVF *DJ BVTTJ 8 BVSBJU QV ÐUSF DBMDVMÏ BWFD VO BQQFM SÏDVSTJG NBJT MFT DPNQMFYJUÏT OBVSBJFOU
RVBVHNFOUÏ
0SEPOOBODFNFOU ÏDSBTBOU TPO PQÏSBOEF HBVDIF
/PVT QSÏTFOUPOT ĕOBMFNFOU EBOT MF UBCMFBV ƉƉƋ VO UPVU OPVWFM PSEPOOBODFNFOU RVJ FTU MBOBMPHVF
Ë HBVDIF EV UBCMFBV ƉƉƊ
5Įį ƉƉƋ  0SEPOOBODFNFOU AccL QPVS $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ ÏDSBTBOU "
BWFD EFVY UFNQPSBJSFT FU ƌ BQQFMT SÏDVSTJGT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ ; > $ ң $ $ Ɖƌ 6 > 1 , 1 $
Ɗ ; > $ ң ; $ Ɖƍ 1 > ϟOvL ම45ඹ "
Ƌ 4 > " ң " 9 ƉƎ 5 > 5 ң # :
ƌ 4 > " , " " ƉƏ 8 > IP මϟ"5ඹ "
ƍ 5 > # ң # : ƉƐ 1 > 8 ң Ϡ; $
Ǝ 1 > AcLR මϟ45 , Ϡ;ඹ $ ƉƑ 6 > 1 , 1 9
Ə 5 > # ң # 9 Ɗƈ 6 > 6 , 1 $
Ɛ 5 > # ң 5 : ƊƉ 6 > 6 ң 1 $
Ƒ 1 > AccR මϟ45 , Ϡ$ඹ $ ƊƊ 6 > 6 , 1 $
Ɖƈ 4 > 4 ң " " ƊƋ 6 > 6 , 1 $
ƉƉ 1 > ϟOvL ම"#ඹ 9 Ɗƌ 8 > OvL මϟ4#ඹ :
ƉƊ 4 > " ң 4 " Ɗƍ 6 > 8 , 6 $
ƉƋ 1 > AccL මϟ"# , Ϡ$ඹ $
$PNQMFYJUÏT EF MPSEPOOBODFNFOU $EE/
-B NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF &AccL )O, O, O* TBUJTGBJU Ë MB SFMBUJPO EF SÏDVSSFODF මOҦඹ , මOҦඹ ,
NBY඾&AccL,&AccR,&OvL,&AcLR඿ මOҦ, OҦ, OҦඹ / /PVT BWPOT &AccL ? &OvR QPVS MFT NÐNFT SBJTPOT RVF
QSÏDÏEFNNFOU $PNNF &AccL &AcLR FU &AccR VUJMJTFOU MF NÐNF OPNCSF EF CMPDT OPVT PCUFOPOT
&AccL )O, O, O* = ҦO/
-B DPNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF EF MPSEPOOBODFNFOU AccL WÏSJĕF 8AccL )O* > 8AccL මOҦඹ ,
8AccR මOҦඹ , 8AcLR මOҦඹ , 8OvL මOҦඹ , 8IP මOҦඹ ,  මOҦඹ / 0O USPVWF 8AccL )O* > Oϵ ң
ҦO ң OMPH)* ң ҦO MPH)O* ң ҦO = 8accw2/
4PO OPNCSF EBMMPDBUJPOT TVQQMÏNFOUBJSFT FTU "AccL )O* >  මOҦඹ , "AccL මOҦඹ , "AccR මOҦඹ ,
"AcLR මOҦඹ , "OvL මOҦඹ , "IP මOҦඹ , DF RVJ EPOOF "AccL )O* > ҦO MPH)O* , ҦO ң OMPH)* , ҦO/
3FNBSRVFT TVS DFT DBMDVMT EF DPNQMFYJUÏT
.ÐNF TJ DFT UBCMFBVY FU DFT DBMDVMT EF DPNQMFYJUÏT QFVU BQQBSBÔUSF BVTUÒSFT PV ÏOVNÏSBUJGT JMT OFO
TPOU QBT NPJOT FTTFOUJFMT QPVS QBSWFOJS Ë MFT DPNQSFOESF FU FO MFT DPNCJOBOU SFUSPVWFS DPNNF OPVT
MBWPOT GPSNVMÏ QMVT IBVU VOF DPNQMFYJUÏ EF MB GPSNF Oϵ , ਿӍ)O* .JFVY FODPSF OPVT BWPOT SÏVTTJ
Ë DPOĕOFS MFT DPNQMFYJUÏT FO EFÎË EF Oϵ ң O (MPCBMFNFOU QPVS BSSJWFS Ë OPT ĕOT Ë QBSUJS EF
MPSEPOOBODFNFOU wacc OPVT BWPOT Eß 
 DSÏFS EF OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT BVY QSPQSJÏUÏT EÏDSBTFNFOU EFT PQÏSBOEFT EJWFSTFT 
ƋƉ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
 KPVFS ĕOFNFOU TVS MB DPNQMFYJUÏ EF OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT 
 KPOHMFS FOUSF OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT FU BQQFM Ë EFT GPODUJPOT TQÏDJBMJTÏFT
1BS DPOUSF OPT PSEPOOBODFNFOUT OF TPOU WBMBCMFT RVF EBOT MF DBT EPQÏSBOEFT DBSSÏT
ĕĖė 0SEPOOBODFNFOUT BWFD FOUSÏFT DPOTUBOUFT  DBT DBSSÏ
&O DPNCJOBOU MFT UFDIOJRVFT EFT TFDUJPOT ƉƊƉ FU ƉƊƊ QSÏDÏEFOUFT OPVT QBSWFOPOT Ë BNÏMJPSFS
TJHOJĕDBUJWFNFOU MPSEPOOBODFNFOU accw /PVT QSPQPTPOT EPOD EBOT MF UBCMFBV ƉƉƌ VO PSEPOOBODF
NFOU IZCSJEF RVJ DBMDVMF $ Ъ ϟ"· #, Ϡ$ BWFD EFT PQÏSBOEFT DPOTUBOUT FU VOF NÏNPJSF TVQQMÏNFO
UBJSF QMVT QFUJUF RVF DFMMF EF <)-++,ƑƎC> 	UBCMFBV ƉƊ
 FU EPOU MB DPNQMFYJUÏ FOUSF EBOT MB DMBTTF DJCMÏF
	Oϵ , ਿӍ)O*

5Įį ƉƉƌ  0SEPOOBODFNFOU Acc QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$ BWFD Ɗ CMPDT UFNQPSBJSFT
OP PQÏSBUJPO MPD OP PQÏSBUJPO 	TVJUF
 MPD
Ɖ ; > $ ң $ $ Ɖƍ 8 > wino මϟ"#ඹ :
Ɗ ; > $ ң $ $ ƉƎ 1 > 8 , Ϡ$ $
Ƌ 4 > " , " 9 ƉƏ 6 > 1 , 1 $
ƌ 5 > # ң # : ƉƐ 6 > 6 , 1 $
ƍ 1 > Acc මϟ45 , Ϡ;ඹ $ ƉƑ 4 > " ң " 9
Ǝ 4 > 4 ң " 9 Ɗƈ 5 > # ң # :
Ə 5 > # ң 5 : ƊƉ 6 > ϟAcLR ම45 , 6ඹ $
Ɛ 1 > AccR මϟ45 , Ϡ$ඹ $ ƊƊ 6 > 6 , ; $
Ƒ 4 > " ң 4 9 ƊƋ 5ᄤ > # ң # :
Ɖƈ ; > 1 , Ϡ; $ Ɗƌ 5ᄤ > # ң 5ᄤ :
ƉƉ 8 > OvL මϟ4#ඹ : Ɗƍ 5 > 5ᄤ ң # :
ƉƊ 1 > 8 , 1 $ ƊƎ 1 > ϟOvR ම"5ඹ :
ƉƋ 1 > wino මϟ"#ඹ 9 ƊƏ 6 > 6 ң 1 $
Ɖƌ 6 > 1 , 1 $
$PNQMFYJUÏ EF MPSEPOOBODFNFOU $EE
&ODPSF VOF GPJT MFT CMPDT 9 FU : POU EFT EJNFOTJPOT )OҦ* EF UFMMF TPSUF RVF  &Acc > )OҦ* ,
NBY඾&Acc,&AcLR,&OvR,&wino,&AccR඿ මOҦ, OҦ, OҦඹ / %BOT UPVT MFT DBT DFT PSEPOOBODFNFOUT OVUJMJTFOU
QBT QMVT EF EFVY UFNQPSBJSFT EPá &Acc )N, L, O* = ҦO/
-B DPNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF EF MPSEPOOBODFNFOU Acc TBUJTGBJU 8Acc )O* > 8Acc මOҦඹ ,
8wino මOҦඹ , 8AcLR මOҦඹ , 8AccR මOҦඹ , 8OvR මOҦඹ ,  මOҦඹ / 0O PCUJFOU 8Acc )O* >
Oϵ ң ҦO ң ҦO MPH)O* ң ҦO ң Ҧ/
4POOPNCSF UPUBM EBMMPDBUJPOT TBUJTGBJU"Acc )O* > "Acc මOҦඹ,"wino මOҦඹ,"AcLR මOҦඹ,"AccR මOҦඹ,
"OvR මOҦඹ ,  මOҦඹ , TPJU "Acc )O* > ҦOϵ , ҦO MPH)O* , ҦO ң OMPH)* , ҦO , Ҧ/
ĕĖĘ $BT HÏOÏSBM  PSEPOOBODFNFOUT IZCSJEFT
/PVT BWPOT KVTRVË QSÏTFOU DPOTJEÏSÏ EFT BMHPSJUINFT QPVS MF DBT Pá MFT FOUSÏFT ÏUBJFOU DBSSÏFT 	N >
L > O
 /PVT ÏUFOEPOT NBJOUFOBOU DFT BMHPSJUINFT BV DBT HÏOÏSBM
2VFMMFT DPOUSBJOUFT QPVS EFT UBJMMFT HÏOÏSBMFT  
5PVU EBCPSE OPVT FYQMJRVPOT EBOT MB QSPQPTJUJPO ƉƉ TVJWBOUF QPVSRVPJ OPVT BWPOT Eß OPVT SFT
USFJOESF Ë ÏUVEJFS MF DBT DBSSÏ -JEÏF FTU OBUVSFMMFNFOU RVF TJ OPVT SÏVUJMJTPOT EF MFTQBDFNÏNPJSF BMPST
DFMB WB DPOUSBJOESF MB UBJMMF EFT WBSJBCMFT RVJ MVUJMJTF
ƋƊ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
1SPQPTJUJPO ƉƉ  1PVS MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE 	BMHPSJUINF ƈƊ
 JM OFYJTUF QBT EPSEPOOBODFNFOU
FO QMBDF QPVS EFT FOUSÏFT EF UBJMMFT HÏOÏSBMFT
%ÏNPOTUSBUJPO $FUUF EÏNPOTUSBUJPO DPOTJTUF Ë KPVFS BV KFV EF HBMFU TVS MBSCSF EF MB ĕHVSF ƉƉ BWFD
IVJU HBMFUT OPO ĕYFT TVS MFT FOUSÏFT FU RVBUSF TVQQMÏNFOUBJSFT QPVS SFDPVWSJS MB TPSUJF
5PVU EBCPSE MFT UBJMMFT EF" FU # OF EPJWFOU QBT ÐUSF QMVT HSBOEFT RVF DFMMFT EF$ 	JF OPVT JNQPTPOT
L ࣎ NJO )N, O*
 &O FČFU KPVPOT VO KFV EF HBMFU BWFD  HBMFUT TVQQMÏNFOUBJSFT EF MB UBJMMF EFT $J,K
"VDVO HBMFU TVS VO OVE JOJUJBM OF QFVU ÐUSF EÏQMBDÏ QVJTRVBV NPJOT EFVY BSSÐUFT QBSUFOU EF DIBDVO
4J MB UBJMMF EF "JK FTU QMVT HSBOEF RVF DFMMF EFT HBMFUT MJCSFT BMPST BVDVO HBMFU OF QFVU ÐUSF QMBDÏ TVS VO
4J 0O OF QFVU QBT OPO QMVT FO NFUUSF VO TVS 1 PV 1 QVJTRVF MFVST FOUSÏFT TFSBJFOU BMPST ÏDSBTÏFT -B
UBJMMF EFT "JK FTU EPOD QMVT QFUJUF RVF DFMMF EFT $JK -F NÐNF SBJTPOOFNFOU TBQQMJRVF QPVS #JK
.BJOUFOBOU TJ OPVT DPOTJEÏSPOT VO KFV RVJ B UFSNJOÏ PO QFVU QSPVWFS EF MB NÐNF NBOJÒSF RVF
QBSNJ MB UBJMMF EF " FU DFMMF EF # MVOF EPJU ÐUSF QMVT QFUJUF RVF DFMMF EF $ &O QBSUJDVMJFS MVO PV MBVUSF
EPJU ÐUSF EF MB UBJMMF EF $ 
-F UBCMFBV Ɖƍ 	IP
 NPOUSF FO PVUSF RVJM FTU QPTTJCMF EF USPVWFS VO PSEPOOBODFNFOU UFM RVF EÏDSJU
EBOT MB QSFVWF EF MB QSPQPTJUJPO ƉƉ BWFD L > O ࣎ N *M FTU BVTTJ QPTTJCMF EÏDIBOHFS MFT SÙMFT EF N FU O
&O PVUSF EBOT MFT UBCMFBVY Ɖƍ Ë ƉƐ MFT UBJMMFT EF " # FU $ EPJWFOU ÐUSF ÏHBMFT *M OFTU EPOD QBT QPTTJCMF
BWFD DFT BSHVNFOUT EVUJMJTFS OPT UBCMFBVY QPVS EFT FOUSÏFT EF UBJMMFT HÏOÏSBMFT 6OF TPMVUJPO RVF OPVT
QSPQPTPOT DPOTJTUF Ë EÏDPVQFS MFT NBUSJDFT FO FOUSÏF FO TPVTCMPDT DBSSÏT FU EVUJMJTFS OPUSF FOTFNCMF
EBMHPSJUINFT TQÏDJBMJTÏT QPVS MF DBT DBSSÏ EFTTVT -F OJWFBV MF QMVT IBVU EBOT MBMHPSJUINF OFTU EPOD
BVUSF RVVOF NVMUJQMJDBUJPO OBÕWF
1VJTRVF MFT BMHPSJUINFT QSÏDÏEFOUT VUJMJTFOU NPJOT EF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF RVF MB UBJMMF EVOF
EF DFT QFUJUFT NBUSJDFT DBSSÏFT OPVT QPVWPOT MFT VUJMJTFS EÒT RVF MVOF FTU MJCSF /PVT QSPQPTPOT MBMHP
SJUINF ƉƋ 	IPOvMM *O1MBDF 0WFSXSJUF .BUSJY .VMUJQMZ
 QPVS MF DBT O = NJO )N, L* 
"MHPSJUINF ƉƋ  IPOvMM  NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDF FO QMBDF BWFD ÏDSBTFNFOU
&OUSÏFT  " FU # EF UBJMMF N · L FU L · O
&OUSÏFT  O = NJO )N, L* FU N L O EFT QVJTTBODFT EF 
4PSUJFT  $ > " · #
Ɖ 4PJU L > L0O FU N > N0O
Ɗ %ÏDPVQF " > ׅׅׄ׆
", Σ ",Lտ տ
"N, Σ "N,L ׈ׇ׈׉
Ƌ %ÏDPVQF # > ׅׅׄ׆
#տ
#L





׈ׇ׈׉ /* où "J,K et #K ont pour dimension O · O */
ƌ $ Ъ wino ම",#ඹ /* avec la mémoire $. */
ƍ QPVS J > ΣN GBJSF
Ǝ $J Ъ OvL ම"J,#ඹ /* avec la mémoire ",. */
Ə ĕO
Ɛ QPVS K > Σ L GBJSF
Ƒ QPVS J > ΣN GBJSF
Ɖƈ $J Ъ waccก"J,K#K , $Jข /* avec la mémoire ",. */
ƉƉ ĕO
ƉƊ ĕO
*M FTU GBDJMF EF WPJS RVF MBMHPSJUINF ƉƋ 	IPOvMM
 DBMDVMF CJFO MF QSPEVJU $ > " · # FU RVJM FTU FO
QMBDF FO ÏDSBTBOU TFVMFNFOU VOF QBSUJF EF " &O FČFU MFT UBJMMFT EFT TPVTNBUSJDFT "J,K #J FU $K TPOU
ƋƋ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
UPVUFT ÏHBMFT Ë O FU MB NÏNPJSF OÏDFTTBJSF QPVS EFT NVMUJQMJDBUJPOT EF UBJMMF )O, O, O* FTU JOGÏSJFVSF Ë O
BWFD MFT PSEPOOBODFNFOUT OvL PV wacc FU wino
3FNBSRVFT /PVT QPVWPOT GBJSF EJWFSTFT SFNBSRVFT TVS DFU BMHPSJUINF
5PVU EBCPSE TVQQPTPOT RVF N > L ? O %BOT DF DBT VO QFUJU DBMDVM EF DPNQMFYJUÏ EPOOF
8wino )N,N, O* > OϵึNO , NO ื ң Ҧ මN ,NOඹ 	Ɖƍ

8IPOvMM )N,N, O* > Oϵ · NO ң මN ,NOඹ / 	ƉƎ

-B DPNQMFYJUÏ PCUFOVF OFTU EPOD QBT FYUSÐNFNFOU JOUÏSFTTBOUF /PVT NPOUSFSPOT EBOT MBMHP
SJUINF Ɖƌ DJBQSÒT VOF NFJMMFVSF BQQSPDIF
$FU BMHPSJUINF QFVU ÏWFOUVFMMFNFOU BWPJS VOF NFJMMFVSF DPNQMFYJUÏ FO DPNNFOÎBOU Ë MÏUBQF ƌ QBS
MB QMVT HSBOEF NVMUJQMJDBUJPO QPTTJCMF  DFTUËEJSF MF QMVT HSBOE )N, L, O* UFM RVF MB TPNNF EFT UBJMMFT
EF MB NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF EF wino FU EF TPO SÏTVMUBU TPJU NBYJNBMF EBOT MB UBJMMF EF $
1PVS BWPJS MFT NFJMMFVSFT DPNQMFYJUÏT OPVT VUJMJTPOT wino FU wacc  &O FČFU NÐNF TJ MFT DPNQMFYJUÏT
TQBUJBMFT TPOU NPJOT CPOOFT MFVST DPNQMFYJUÏT BSJUINÏUJRVFT FTU NFJMMFVSF
&O SFNQMBÎBOU OvL QBS wino JM FTU QPTTJCMF EF OÏDSBTFS RVF ", FU EPOD Ë VOF NÏNPJSF EF TBVWF
HBSEF EF O QSÒT DFU BMHPSJUINF OF NPEJĕF QBT TFT FOUSÏFT
/PVT QSPQPTPOT NBJOUFOBOU EBOT MBMHPSJUINF Ɖƌ 	IPMM *O1MBDF .BUSJY .VMUJQMZ
 VO BMHPSJUINF
QPVS $ Ъ " · # FO ਿ මOϵඹ PQÏSBUJPOT BSJUINÏUJRVFT TBOT NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF FU TBOT ÏDSBTFS
TFT PQÏSBOEFT &O DPOTÏRVFODF DFU BMHPSJUINF QFSNFUUSB EBNÏMJPSFS MB DPNQMFYJUÏ TQBUJBMF EV QSPEVJU
BWFD BDDVNVMBUJPO $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$
-JEÏF QSJODJQBMF FTU FODPSF EF EÏDPVQFS MB NBUSJDF $ FO RVBUSF TPVTNBUSJDFT EF EJNFOTJPO NPJUJÏ
FU EF MFT DBMDVMFS FO VUJMJTBOU EBOT VO QSFNJFS OJWFBV MBMHPSJUINF USJWJBM 1PVS DIBDVOF EFT USPJT TPVT
NBUSJDFT$,$ FU$ PO GBJU LҦONVMUJQMJDBUJPOT SBQJEFT TVS EFTNBUSJDFT EF UBJMMF OҦ·OҦ -BNÏNPJSF
UFNQPSBJSF QPVS DFT DBMDVMT FTU QSJTF EBOT $ 'JOBMFNFOU MF CMPD $ FTU DBMDVMÏ SÏDVSTJWFNFOU
"MHPSJUINF Ɖƌ  IPMM  NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF SBQJEF FO QMBDF
&OUSÏFT  " FU # EF EJNFOTJPOT SFTQ O · L FU L · O BWFD L O EFT QVJTTBODFT EF Ɗ FU L ࣏ O
4PSUJFT  $ > " · #
%ÏDPVQF $ > ู$ $$ $ฺ " > ๭ ", Σ ",LҦO", Σ ",LҦO ๮
%ÏDPVQF # > ׅׅׄ׆
#, #,տ տ
#LҦO, #LҦO,
׈ׇ׈׉ /* où chaque "J,K,#J,K et $J,K ontpour dimension OҦ · OҦ. */
EÏCVU
$ > wino ම",#,ඹ /* avec $ comme espace temp. */
$ > wino ම",#,ඹ
$ > wino ම",#,ඹ
ĕO
QPVS J > Σ LO GBJSF$ > wacc ම",J#J, , $ඹ /* avec $ comme espace temporaire: */
$ > wacc ම",J#J, , $ඹ
$ > wacc ම",J#J, , $ඹ
ĕO
$ > IPMM ම",Ҩ · #Ҩ,ඹ /* récursivement. */
Ƌƌ
ƉƊ 0SEPOOBODFNFOUT FďDBDFT FO NÏNPJSF
ćÏPSÒNF ƉƉ  -B DPNQMFYJUÏ EF MBMHPSJUINF Ɖƌ 	IPMM
 FTU MPSTRVF L > O 
8IPMM)O* > ,Oϵ ң O , ,O/
%ÏNPOTUSBUJPO /PVT SBQQFMPOT RVF MF DPßU EVO BQQFM Ë MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE FTU 8wino )O* >
Oϵ ң O FU 8wacc )O* > Oϵ ң O QPVS PQÏSBUJPO $ Ъ "· #,$ -F DPßU 8IPMM )O, L* FTU EPOOÏ QBS
MB SFMBUJPO EF SÏDVSSFODF
8IPMM )O, L* > 8wino මOҦඹ ,  මLҦO ң ඹ8wacc මOҦඹ ,8IPMM මOҦ, Lඹ ,
MF DBT EF CBTF ÏUBOU VO QSPEVJU TDBMBJSF 8IPMM ), L* > L ң  "JOTJ 8IPMM )O, L* > ,LOϵң ң LO ң
O , L0 
ćÏPSÒNF ƉƊ  1PVS UPVU N O FU L MBMHPSJUINF IPMM FTU FO QMBDF
%ÏNPOTUSBUJPO 4BOT QFSUF EF HÏOÏSBMJUÏ PO QFVU TVQQPTFS RVFN ࣏ O ?  	TJOPO PO USBOTQPTF
 /PVT
BWPOT EÏKË DBMDVMÏ &wino FU &wacc
4J OPVT EÏDPVQPOT # FO QJ CBOEFT Ë MÏUBQF EF SÏDVSSFODF J BMPST MFT UBJMMFT EFT TPVTNBUSJDFT TPOUQPVS " 	SFTQ #
 NҦJ · LҦQJ 	SFTQ LҦQJ · OҦJ
 0S $ B QPVS UBJMMF NҦJ · OҦJ /PVT BWPOT EPOD CFTPJO EFWÏSJĕFS RVF 
NBY )&wino,&wacc* ึNJ , LQJ , OJื ࣎ NJ OJ / 	ƉƏ

*M FTU DMBJS RVF &wino = &wacc, DF RVJ TJNQMJĕF MJOÏHBMJUÏ QSÏDÏEFOUF 4PJU , > LҦQJ . > NҦJ FU / > OҦJ/PVT BWPOT CFTPJO EF USPVWFS QPVS DIBRVF J VO FOUJFS QJ ?  UFM RVF MÏRVBUJPO 	ƉƏ
 TPJU WSBJF &OEBVUSFT NPUT NPOUSPOT RVJM FYJTUF , = L UFM RVF QPVS UPVU DPVQMF ).,/* MJOÏHBMJUÏ &wacc ).,,,/* ࣎
./ B MJFV "MPST MF GBJU RVF &)., ,/* = Ҧ). , / , ./* ࣎ Ҧ). , ./* ࣎ ./ QFSNFU EF
USPVWFS BV NPJOT VO UFM ,
$PNNF MFT QSÏSFRVJT EF MBMHPSJUINF IPMM QFSNFUUFOU EBWPJS L ? / FU . > / JM SFTUF TJNQMFNFOU
Ë QSPVWFS RVF &).,/,/* ࣎ ./ 1VJTRVF &).,/,/* = Ҧ)./ , /* FU RVF . ࣏ / MBMHPSJUINF
IPMM FTU CJFO FO QMBDF 
/PVT BWPOT EPOD VO BMHPSJUINF FO QMBDF BWFD VOF DPNQMFYJUÏ EF ਿ මOϵඹ -B DPOTUBOUF NVMUJQMJDB
UJWF B DFQFOEBOU VO QFV BVHNFOUÏ 	EF  Ë , TPJU Ű
/PVT QPVWPOT CJFO TßS ÏUFOESF DFUUF BQQSPDIF Ë
EFT UBJMMFT QMVT HÏOÏSBMFT FO EÏDPVQBOU HÏOÏSBMFNFOU MB NBUSJDF TFMPO EFT DBSSÏT EF UBJMMF NJO )N, L, O*
/PVT Z SFWJFOESPOT EBOT MB TFDUJPO ƍƊ
1SPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO  SÏEVDUJPO EF MB NÏNPJSF UFNQPSBJSF
%BOT MF DBT EV QSPEVJU BWFD BDDVNVMBUJPO MB NBUSJDF $ OF QFVU QBT EJSFDUFNFOU ÐUSF VUJMJTÏF DPNNF
FTQBDF NÏNPJSF FU OPVT OF QPVWPOT QBT OPVT BCTUSBJSF EVOF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF /PVT VUJMJTPOT
FODPSF MJEÏF EF MB NVMUJQMJDBUJPO DMBTTJRVF QBS CMPDT BV QSFNJFS OJWFBV QVJT MFT BQQFMT BVY SPVUJOFT
SBQJEFT
$PNNF QSÏDÏEFNNFOU $ FTU EJWJTÏF FO RVBUSF CMPDT QVJT MF QSPEVJU QFVU ÐUSF GBJU BWFD Ɛ BQQFMT Ë
MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE TVS MFT QFUJUT CMPDT FU VO UFNQPSBJSF EF EJNFOTJPO OҦ · OҦ
1MVT HÏOÏSBMFNFOU PO QFVU EÏDPVQFS VOF NBUSJDF $ EF UBJMMF O· O FO U CMPDT EF EJNFOTJPO OҦU· OҦU
"MPST PO QFVU DBMDVMFS DIBRVF CMPD BWFD MBMHPSJUINF EF8JOPHSBE FO VUJMJTBOU VOFNÏNPJSF UFNQPSBJSF
EF UBJMMF මOҦUඹ -B DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF TBUJTGBJU BMPST 3U )O* > U , U8BDD මOҦUඹ , RVJ TF SÏTPVU FO
3U)O* > UңϵOϵ ң UO 0O QFVU BMPST USPVWFS MF NFJMMFVS QBSBNÒUSF U 1BS FYFNQMF BWFD U > 
3 > ,Oϵ ң O FU &YUSB.FN > O
FU BWFD U > 
3 > ,Oϵ ң O FU &YUSB.FN > O /
Ƌƍ
Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
0O SFNBSRVF RVF MPO QFVU VUJMJTFS MPSEPOOBODFNFOU Acc 	UBCMFBV ƉƉƌ
 FU BMPST MBNÏNPJSF TVQQMÏNFO
UBJSF VUJMJTÏF EFWJFOU OҦU UBOEJT RVF MB DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF DSPÔU Ë 3U )O* , UңMPH)*OMPH)* ң UO
ĕĖę 4ZOUIÒTF
/PVT QSPQPTPOT EBOT MF UBCMFBV ƉƉƍ VOF TZOUIÒTF EFT SÏTVMUBUT PCUFOVT EBOT DF DIBQJUSF /PVT BWPOT
SÏVTTJ Ë SÏEVJSF MFT CFTPJOT FO NÏNPJSF QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ ϟ"· #, Ϡ$ BWFD EFT FOUSÏFT DPOTUBOUFT
	EF O Ë ҦO
 -BKPVU EPQÏSBUJPOT TVQQMÏNFOUBJSFT 	MFT QSÏBEEJUJPOT MFT SFDBMDVMT
 GBJU DFSUFT DSPÔUSF
MFT DPNQMFYJUÏT NBJT DFTU FO RVFMRVF TPSUF BNPSUJ QBS MFT HBJOT FO NÏNPJSF
-PSTRVF MFT PQÏSBOEFT QFVWFOU ÐUSF ÏDSBTÏT OPVT BWPOT VO BMHPSJUINF IP DPNQMÒUFNFOU FO QMBDF
QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ " · # TBOT DIBOHFS MB DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF %FT WBSJBOUFT EF DFT PQÏSBUJPO
	Pá MPO QFVU ÏDSBTFS DFSUBJOT PQÏSBOEFT
 OPVT POU QFSNJT EF SÏEVJSF FďDBDFNFOU MB NÏNPJSF TVQQMÏ
NFOUBJSF EBOT $ Ъ ϟ" · # , Ϡ$
/PVT BWPOT BVTTJ DPOTJEÏSBCMFNFOU BNÏMJPSÏ FU DPNQMÏUÏ MFT SÏTVMUBUT QSÏTFOUÏT EBOT <#%1;ƈƑ>
ĕĖĚ *NQMBOUBUJPO EFT OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT
/PVT OPVT JOUÏSFTTPOT NBJOUFOBOU Ë MJNQMBOUBUJPO EF DFT EJČÏSFOUT BMHPSJUINFT 4J UPVUFT MFT DPN
QMFYJUÏT QSÏDÏEFNNFOU ÏOPODÏFT ÏUBJFOU WBMBCMFT QPVS EFT BMHPSJUINFT BQQFMÏT KVTRVBV EFSOJFS OJWFBV
OPVT OF QPVTTFSPOT QBT MB SÏDVSTJPO KVTRVBV DBT EF CBTF USJWJBM 	DG TFDUJPO ƍƊƉ
 /PVT DPODMVPOT EPOD
QBS RVFMRVFT NFTVSFT EF QFSGPSNBODFT  /PVT OPUPOT BVTTJ RVF MB RVBOUJUÏ " EBMMPDBUJPOT OÏDFTTBJSFT
OFOUSF QBT EJSFDUFNFOU FO DPNQUF EBOT OPUSF JNQMBOUBUJPO DBS OPVT QSÏBMMPVPOT VO CMPD EF NÏNPJSF
EBOT MFRVFM TFSPOU QVJTÏT MFT FTQBDFT NÏNPJSFT EFT CMPDT UFNQPSBJSFT Ë MB NBOJÒSF EVOF NÏNPJSF
UBNQPO 	CVČFS
  MB RVBOUJUÏ " EPOOF BMPST QFVUÐUSF VOF JOEJDBUJPO TVS MF OPNCSF EJOEJSFDUJPOT
1SFNJÒSF JNQMBOUBUJPO
-FT SPVUJOFT QSÏDÏEFOUFT POU ÏUÏ EBCPSE JNQMBOUÏFT FO $ /PVT NPOUSPOT EBOT MF UBCMFBV ƉƉƎ MFT
QFSGPSNBODFT EF EJWFSTFT QSPDÏEVSFT /PVT BWPOT VUJMJTÏ MB SPVUJOF dgemm 	NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDF
TVS EFT double
 GPVSOJF QBS BUMBTƋƑƌ FU VO TFVJM EF Ɖ ƈƊƌ/PVT PCTFSWPOT RVF MFT OPVWFBVY PSEPOOBO
DFNFOU TPOU USÒT DPNQÏUJUJGT FU SFOEFOU QPTTJCMF EFT UBJMMFT EF NBUSJDFT QMVT JNQPSUBOUFT 	OPVT OPUPOT
A.5 QPVS jNFNPSZ UISBTIJOH x

5Įį ƉƉƎ  .VMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT SFDUBOHVMBJSFT  UFNQT EF DBMDVMT FO TFDPOEFT TVS +PSBO!JNBH
%JNT )N, L, O* $MBTTJRVF <%)44Ƒƌ> IPMM IPOvMM
	ƌ ƈƑƎ ƌ ƈƑƎ ƌ ƈƑƎ
 ƉƌƈƋ ƉƉƑƋ ƉƋƍƑ ƉƉƑƐ
	ƌ ƈƑƎ Ɛ ƉƑƊ ƌ ƈƑƎ
 ƊƐƊƑ ƊƋƋƑ ƊƏƉƎ ƊƋƐƐ
	Ɛ ƉƑƊ Ɛ ƉƑƊ Ɛ ƉƑƊ
 ƉƉƋƈƏ ƐƍƑƏ ƑƐƏƍ ƐƍƈƊ
	Ɛ ƉƑƊ ƉƎ ƋƐƌ Ɛ ƉƑƊ
 ƊƋƉƐƎ .5 ƉƑƏƊƌ ƉƏƈƏƊ
/PVT BWPOT EPOD USPVWÏ EFT BMHPSJUINFT QFSGPSNBOUT FO QSBUJRVF RVJ MJNJUFOU WPJSF ÏMJNJOFOU MVUJ
MJTBUJPO EF NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF /PVT SFWJFOESPOT EBOT MB TFDUJPO ƍƊ TVS MJNQMBOUBUJPO EF DFT BM
HPSJUINFT EBOT -JO#PY /PUPOT ĕOBMFNFOU MVUJMJTBUJPO EBOT NĘSJ EF DFSUBJOT EF OPT PSEPOOBODFNFOUT
	DG src/strassen.c EBOT MF TPVSDF EF NĘSJ

ĕė 1SPMPOHFNFOUT
1BSNJ MFT QSPMPOHFNFOUT MFT QMVT EJSFDUT ĕHVSF VOF BVUPNBUJTBUJPO EFT SFDIFSDIFT QSÏDÏEFOUFT EF
NBOJÒSF QBS FYFNQMF Ë QPVWPJS SÏQMJRVFS UPVU DF USBWBJM TVS EBVUSFT BMHPSJUINFT DPNNF DFMVJ EF#PESBUP
	BMHPSJUINF ƈƋ
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Ɖ "NÏMJPSBUJPO EV QMBDFNFOU FO NÏNPJSF QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT
*M TFSBJU BVTTJ JOUÏSFTTBOU EF QPVWPJS BVUPNBUJTFS MB SFDIFSDIF EFT QSÏBEEJUJPOT JDJ GBJUFT jË MBNBJOx
QBS EFT UFDIOJRVFT TZNCPMJRVFT QBS FYFNQMF
-PQÏSBUJPO : Ъ " TVJWJF EF " Ъ : QFSNFU TJ : OFTU QBT NPEJĕÏ FOUSF UFNQT EF GBJSF VOF j DP
QJF x EF " BV QSJY EF EFVY PQÏSBUJPOT RVBESBUJRVFT TVQQMÏNFOUBJSFT NBJT TBOT VUJMJTFS EF NÏNPJSF
TVQQMÏNFOUBJSF &O QBSUJDVMJFS DFUUF UFDIOJRVF QPVSSBJU BVUPSJTFS EÏDSBTFS VO HBMFU OPO ÏDSBTBCMF 	QBS
FYFNQMF VOF FOUSÏF DPOTUBOUF
 DBS FMMF TFSBJU SFTUBVSÏF Ë TPO ÏUBU JOJUJBM
*M TFSBJU BVTTJ JOUÏSFTTBOU EF QPVWPJS HÏOÏSFS BVUPNBUJRVFNFOU EV DPEF BWFD EFT DPOEJUJPOT TVS MB
MPDBMJUÏ EFT BQQFMT BĕO EF UFTUFS FO QSBUJRVF MFT NFJMMFVST PSEPOOBODFNFOUT 6OF SFDIFSDIF BVUPNB
UJRVF EF GPSNVMFT HVJEÏF QBS MF DBMDVM EFT DPNQMFYJUÏT 	QFY BWFD VO TDSJQU FO 4BHF
 TFSBJU UPVU Ë GBJU
JOUÏSFTTBOU FU QFSNFUUSBJU EBVUPNBUJTFS VOF HSBOEF QBSUJF EV USBWBJM j Ë MB NBJO x EF DFUUF TFDUJPO WPJSF
EBQQPSUFS EFT DFSUJĕDBUJPOT TVS MFT DPNQMFYJUÏT PCUFOVFT %BOT MB NÐNF WFJOF NÐNF TJ QBSBMMÏMJTFS MB
NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF EF NBUSJDF OFTU QBT UÉDIF BJTÏF JM QFVU ÐUSF JOUÏSFTTBOU EF QSPEVJSF EFT PSEPO
OBODFNFOUT FO WVF EF QBSBMMÏMJTNF EF UÉDIFTEPOOÏFT 	<35ƑƊ %4ƈƊ>

5PVT MFT PSEPOOBODFNFOUT EF UZQF 4USBTTFOo8JOPHSBE QSÏTFOUÏT TPOU VUJMJTÏT EBOT MF DBESF EV DBM
DVM FYBDU NBJT BVTTJ VUJMJTBCMFT OVNÏSJRVFNFOU %FT ÏUVEFT POU ÏUÏ FČFDUVÏFT TVS MB TUBCJMJUÏ EFT BM
HPSJUINFT EF 4USBTTFO PV 8JOPHSBE 	   
 FU TFSBJFOU USÒT WSBJTFNCMBCMFNFOU WBMBCMFT QPVS OPT PSEPO
OBODFNFOUT $FQFOEBOU OPVT OF TPNNFT QBT BČFDUÏT QBS DFT RVFTUJPOT UBOU RVF OPVT VUJMJTPOT EFT
SFQSÏTFOUBUJPOT FYBDUFT EFT DPFďDJFOUT
a
ƋƐ
&KDS 3FDIFSDIF EF OPVWFMMFT GPSNVMFTEF NVMUJQMJDBUJPO
4PNNBJSF
ƊƉ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF         ƋƑ
ƊƉƉ 1SÏTFOUBUJPO FU GPSNBMJTBUJPO EV QSPCMÒNF                 ƋƑ
ƊƉƊ 1SÏQBSBUJPO EF MJNQMBOUBUJPO EF MB SFDIFSDIF EF GPSNFT CJMJOÏBJSFT    ƌƈ
ƊƉƋ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT               ƌƊ
ƊƉƌ 6UJMJTBUJPO EF GPSNVMFT BQQSPDIÏFT TVS MFT DPSQT ĕOJT            ƌƍ
ƊƊ 1SPMPOHFNFOUT                                     ƌƎ
/ļłŀ İĵĲĿİĵļĻŀ EBOT DF DIBQJUSF Ë EJNJOVFS MFYQPTBOU ϵ > MPH)* FO ÏUBCMJTTBOU EBVUSFTGPSNVMFT Ë MB 4USBTTFOo8JOPHSBE /PVT TPNNFT OPUBNNFOU JOUÏSFTTÏT QBS EF OPVWFMMFT GPSNVMFT QPVS EFT NBUSJDFT SFDUBOHVMBJSFT DF RVJ QFSNFUUSBJU EÏDSJSF EFT BMHPSJUINFT BEBQUBUJGT
MPST EFT SÏDVSTJPOT QBS FYFNQMF EBOT IPMM MPSTRVF MFT BQQFMT SÏDVSTJGT EFWJFOOFOU USÒT j SFDUBOHV
MBJSFT x /PVT BMMPOT FTTBZFS EF DPOTUSVJSF EFT PVUJMT QPVS BMMFS EBOT DFT EJSFDUJPOT 1SÏDÏEFNNFOU
<-BEƏƎ +.ƐƎ 4NJƈƊ> POU DIFSDIÏ Ë MBNBJO PV BJEÏ EVO PSEJOBUFVS EF OPVWFMMFT GPSNVMFT /PVT BWPOT
WPVMV ÏUVEJFS FU EÏWFMPQQFS MFVST UFDIOJRVFT QPVS SFQSPEVJSF MFVST SÏTVMUBUT FU DIFSDIFS Ë MFT BNÏMJPSFS
FO UJSBOU QBS FYFNQMF QBSUJ EF MÏWPMVUJPO NBUÏSJFMMF
Ėĕ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF
Ėĕĕ 1SÏTFOUBUJPO FU GPSNBMJTBUJPO EV QSPCMÒNF
1PVS ĕYFS EÒT Ë QSÏTFOU MFT OPUBUJPOT OPVT VUJMJTFSPOT EFT NBUSJDFT " FU 9 EF UBJMMFT N · L # FU
: EF UBJMMFT L · O FU $ PV ; EF UBJMMFT N · O 4J MPO NVMUJQMJF " FU # OPVT QBSMFSPOT EF GPSNBU EF
NVMUJQMJDBUJPO )N, L, O* 0O QFVU QSÏDJTFS MF OPNCSF EF NVMUJQMJDBUJPOT Ϫ FU QBSMFS EF NVMUJQMJDBUJPO EF
UZQF )N, L, O* ң Ϫ
%BOT MBMHPSJUINF EF8JOPHSBE 	BMHPSJUINF ƈƊ
 QBS FYFNQMF VOF TZNÏUSJF BQQBSBÔU DMBJSFNFOU EBOT
MF SÙMF KPVÏ QBS MFT TPVTNBUSJDFT EF " EVOF QBSU FU DFMMFT EF # EBVUSF QBSU
%ÏĕOJUJPO ƊƉ  4PJFOU 6 FU 7 EFT NBUSJDFT EF UBJMMF Q · R 0O OPUF ܹՖ, Ֆܺ MF QSPEVJU TDBMBJSF EJU EF





Ɗ 3FDIFSDIF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO
/PVT BMMPOT SFDIFSDIFS VO BMHPSJUINFRVJ j SFTTFNCMFx Ë MBMHPSJUINFEF 4USBTTFO FU PO EJSB RVPO SF
DIFSDIF VOF GPSNVMF CJMJOÏBJSF OPO DPNNVUBUJWF 	<4USƏƋ>
 -PST EV QSPEVJU"·# PO FČFDUVFSB RVFMRVFT
DPNCJOBJTPOT MJOÏBJSFT TVS MFT ÏMÏNFOUT EF " FU # BWBOU EF MFT NVMUJQMJFS FOUSF FMMFT FU EF MFT SÏJOTÏSFS




Pá MFT JODPOOVFT TPOU MFT Ϫ NBUSJDFT 9)S*,:)S* FU ;)S* #JFO TßS Ϫ DPSSFTQPOE BV OPNCSF EF NVMUJ
QMJDBUJPOT NBYJNBM RVF MPO TPVIBJUF SÏBMJTFS ® UJUSF EFYFNQMF WPJDJ EBOT MF UBCMFBV ƊƉ MFT NBUSJDFT
JNQMJRVÏFT EBOT MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE
5Įį ƊƉ  -BMHPSJUINF EF 8JOPHSBE CJT
9)* > ึ  ื :)* > ึ  ื ;)* > ึ  ื
9)* > ึ  ื :)* > ึ  ң ңื ;)* > ึ  ื
9)* > ึ  ң ңื :)* > ึ  ื ;)* > ึ  ื
9)* > ึ  ื :)* > ึ  ңң  ื ;)* > ึ  ң ื
9)* > ึ  ื :)* > ึң  ื ;)* > ึ  ื
9)* > ึң  ื :)* > ึ ң  ื ;)* > ึ  ื
9)* > ึ  ң ื :)* > ึ ң  ื ;)* > ึ  ื
1BS MB TVJUF OPVT BQQFMPOT GPSNVMF 	EF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF
 VO UFM UBCMFBV FU DFTU DF UZQF EF UB
CMFBVY RVF OPVT DIFSDIPOT Ë PCUFOJS 1PVS VOF UFMMF GPSNVMF OPVT SBQQFMPOT RVF FO OPUBOU ϩ MFYQPTBOU
QSJODJQBM EBOT MB DPNQMFYJUÏ EV QSPEVJU NBUSJDJFM PO B 
ϩ >  MO)Ϫ*MO)NOL* /
7PJDJ NBJOUFOBOU RVFMRVFT QSPQSJÏUÏT EF MÏRVBUJPO 	ƊƉ
 0O OPUF ϢJK MF TZNCPMF EF ,SPOFDLFS RVJ
WBVU  TJ J > K FU  TJOPO 0O OPUF DPNNF Ë MBDDPVUVNÏF &JK MFT ÏMÏNFOUT EF MB CBTF DBOPOJRVF EFT
NBUSJDFT N · O JF ก&JKขL,M > ϢJLϢKM
ĖĕĖ 1SÏQBSBUJPO EF MJNQMBOUBUJPO EF MB SFDIFSDIF EF GPSNFT CJMJOÏBJSFT
5PVU EBCPSE VOF UFMMF GPSNVMF FTU WBMBCMF TVS MFOTFNCMF EFT NBUSJDFT ЈN,L ·ЈL,O ·ЈN,O TJ FU
TFVMFNFOU TJ FMMF MFTU TVS MB CBTF DBOPOJRVF 0O VUJMJTF MFT QSPQSJÏUÏT &JK&LM > ϢKL&JM FU อ&JK,9ฮ > 9J,K
QPVS ÏOPODFS RVF MÏRVBUJPO 	ƊƉ
 FTU WBMJEF TJ FU TFVMFNFOU TJ MPO B 
ϢBFϢEGϢCD > Ϫ
Sු> 9)S*B,C:)S*D,E;)S*F,G , ґ ࣎ B, F ࣎ N,ґ ࣎ C, D ࣎ L,ґ ࣎ E, G ࣎ O/ 	ƊƊ

ƌƈ
ƊƉ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF
0O PCUJFOU EPOD VO TZTUÒNF OPO MJOÏBJSF EÏRVBUJPOT EJODPOOVFT ම9)S*,:)S*,;)S*ඹSҙJ,ϪK TPJU BV UPUBM
/ > )NL , LO ,NO*Ϫ JODPOOVFT PV ϪO EBOT MF DBT DBSSÏ
ĖĕĖĕ *OWBSJBODFT
-B TZNÏUSJF EF DFUUF SFMBUJPO GBJU BQQBSBÔUSF QMVTJFVST JOWBSJBODFT 1PVS TJNQMJĕFS MFVST FYQSFTTJPOT
OPVT OPUPOT9 MF WFDUFVS EFT NBUSJDFT9)* 9)Ϫ* 0O OPUF BVTTJ Ե9 MF WFDUFVS9 EPOU MFT ÏMÏNFOUT TPOU
MFT USBOTQPTÏFT Ե9)J* EFT NBUSJDFT ÏMÏNFOUBJSFT 4J ϯ FTU VOF QFSNVUBUJPO EF ੂ O BMPST MF WFDUFVS 9ϯ B
QPVS JF DPPSEPOOÏF 9)ϯ)J**
0O B BMPST MFT JOWBSJBODFT TVJWBOUFT QPVS UPVUFT NBUSJDFT 1,2 FU 3 JOWFSTJCMFT QPVS UPVT TDBMBJSFT
B, C FU D FU QPVS UPVUF QFSNVUBUJPO ϯ)9,:,;* р )9ϯ,:ϯ,;ϯ* 	ƊƋ
)9,:,;* р )Ե:, Ե9, Ե;* 	Ɗƌ
)9,:,;* р )B9, C:, D;* Pá BCD >  	Ɗƍ
)9,:,;* р )193ң,3:2ң, Ե1ң; Ե2*/ 	ƊƎ

$FT JOWBSJBODFT TPOU CJFO OBUVSFMMFT  FMMFT DPSSFTQPOEFOU Ë SÏPSEPOOFS MFT USJQMÏT EF NBUSJDFT ÏMÏNFO
UBJSFT PV MPSTRVF$ > "·# BVY SFMBUJPOT EF USBOTQPTJUJPO Ե$ > Ե#·Ե" PV EIPNPUÏUJF D$ > B"·C#
PV EF DIBOHFNFOU EF CBTF 1$2 > 1"3ң · 3#2
ĖĕĖĖ 3FGPSNVMBUJPO QPMZOPNJBMF
/PVT DIFSDIPOT Ë SÏTPVESF MF TZTUÒNFT EÏRVBUJPOT 	ƊƊ
 WJB MFT SBDJOFT EVO QPMZOÙNF -B GBÎPO MB
QMVT EJSFDUF FTU EF GPSNFS MF QPMZOÙNF 
2 )9,:,;* >
Bු࣎N





/PVT SFNBSRVPOT RVF MPO B VOF GPSNVMF FYBDUF 	ƊƉ
 TJ FU TFVMFNFOU TJ 2 >  .JOJNJTFS 2 TFSB EPOD
OPUSF PCKFDUJG  PO WFSSB DPNNFOU PO QFVU TZ QSFOESF QMVT CBT 	TFDUJPO ƊƉƋ
 /BUVSFMMFNFOU PO QFVU
ÏDSJSF DFUUF GPODUJPO QPVS VOF BVUSF OPSNF NBJT MB OPSNF FVDMJEJFOOF OPVT TFSB USÒT JOUÏSFTTBOUF
6O KFV EF SÏÏDSJUVSF QFSNFU EF USPVWFS FO EÏWFMPQQBOU MÏRVBUJPO 	ƊƏ
 VOF BVUSF GPSNVMBUJPO RVJ
GBJU JOUFSWFOJS NPJOT EPQÏSBUJPOT 











> ෬9)S*,:)S* Ե;)S*෭> ෬:)S*, Ե9)S*;)S*෭ /
ƌƉ
Ɗ 3FDIFSDIF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO
/PVT BMMPOT NBJOUFOBOU DIFSDIFS Ë NJOJNJTFS DF QPMZOÙNF 1PVS DFMB OPVT BWPOT CFTPJO EF MF EÏ
SJWFS EFVY GPJT
ĖĕĖė %JòÏSFOUJBUJPO EF MB GPSNVMBUJPO QPMZOPNJBMF
-ÏDSJUVSF 	ƊƐ
 QFSNFU EF EÏSJWFS GBDJMFNFOU QBS SBQQPSU Ë DIBDVOF EFT WBSJBCMFT ғ2ғ9)V*T,U > ң ම:)V* Ե;)V*ඹT,U ,  Sු࣎Ϫ 9)S*T,U ෬:)S*,:)V*෭෬;)S*,;)V*෭ғ2ғ:)V*T,U > ң මԵ9)V*;)V*ඹT,U ,  Sු࣎Ϫ :)S*T,U ෬9)S*,9)V*෭෬;)S*,;)V*෭ғ2ғ;)V*T,U > ң ම9)V*:)V*ඹT,U ,  Sු࣎Ϫ ;)S*T,U ෬9)S*,9)V*෭෬:)S*,:)V*෭ /
ғ 2ғ9)V*T,Uғ9)V*T,U > ϢTTϢUU ෬:)V*,:)V*෭෬;)V*,;)V*෭ғ 2ғ:)V*T,Uғ:)V*T,U > ϢTTϢUU ෬9)V*,9)V*෭෬;)V*,;)V*෭ғ 2ғ;)V*T,Uғ;)V*T,U > ϢTTϢUU ෬9)V*,9)V*෭෬:)V*,:)V*෭ /
'JYPOT : FU ; "MPST 2 FTU RVBESBUJRVF FO 9 4PJU ) TB NBUSJDF IFTTJFOOF FO  EF UBJMMF NLϪ FU TPJU ң%
TPO WFDUFVS HSBEJFOU ÏWBMVÏ FO  "MPST PO B 2)9* > 2)* ң %9 , Ҧ Ե9)9 .JOJNJTFS 2 SFWJFOU
BMPST Ë SÏTPVESF MF TZTUÒNF )9 > % TJ ) FTU JOWFSTJCMF  TJOPO PO DIFSDIFSB Ë NJOJNJTFS Ε)9 ң %Ε
QBS FYFNQMF $FTU MB CBTF EF OPUSF BMHPSJUINF EF NJOJNJTBUJPO
/PVT BWPOT NBJOUFOBOU BNFOÏ UPVT MFT PVUJMT OÏDFTTBJSFT QPVS DIFSDIFS EF OPVWFMMFT GPSNVMFT
	TFNJ
BVUPNBUJRVFNFOU  OPVT FYQMJRVPOT QBS MB TVJUF RVFMT QSPCMÒNFT OPVT BWPOT SFODPOUSÏT FU RVFMMF
JNQMBOUBUJPO OPVT FO BWPOT GBJUF
Ėĕė 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT
/PVT EÏDSJWPOTNBJOUFOBOU UPVUFT MFTNÏUIPEFT JNQMÏNFOUÏFT QPVS FTTBZFS EF USPVWFS VOF GPSNVMF
-F QSFNJFS QSPCMÒNF FTU MBQQBSJUJPO EF GPSNVMFT Ë DPFďDJFOUT SÏFMT EPOU MF QPMZOÙNF 2 FTU QFUJU NBJT
OPO OVM 0S OPVT TPNNFT JOUÏSFTTÏT QBS EFT DPFďDJFOUT RVJ TPOU FTTFOUJFMMFNFOU ÏHBVY Ë  FU WPJSF
EF QFUJUT DPFďDJFOUT FOUJFST PV SBUJPOOFMT $PNNFOU PCUFOJS EFT GPSNVMFT EF jNFJMMFVSF RVBMJUÏ x  
Ėĕėĕ "SSPOEJS
0O QFVU BSSPOEJS BVY SBUJPOOFMT FUPV BVY FOUJFST MFT QMVT QSPDIFT 0O QFVU OBSSPOEJS RVF MFT WB
MFVST USÒT QSPDIFT EFOUJFST FUPV EF DFSUBJOT SBUJPOOFMT Ë QFUJU EÏOPNJOBUFVS QÏOBMJTFS MFT UFSNFT RVJ
TÏMPJHOFOU USPQ EF  &O FČFU VO FOOVJ JNQPSUBOU FTU MFYJTUFODF EF TPMVUJPOT BQQSPDIÏFT EPOU EFT
UFSNFT HSPTTJTTFOU WFST MJOĕOJ VO QFV DPNNF VO j [ÏSP Ë MJOĕOJ x *M OPVT GBVU EPOD BVTTJ FTTBZFS EF
DPOUSBJOESF OPUSF SFDIFSDIF QSÒT EF [ÏSP 6OF TPMVUJPO FTU MB TVJWBOUF 
ĖĕėĖ .BÔUSJTFS MFT DPFóDJFOUT
0O BKPVUF VO QPJET RVBESBUJRVF EF MB GPSNF ϣ·ึҢก9)V*T,U ข ,Ңก:)V*T,U ข ,Ңก;)V*T,U ขื QPVS ÏWJUFS
RVF MFT UFSNFT OF QBSUFOU Ë MJOĕOJ $F QPJET HBSEF MB TJNQMJDJUÏ EF MÏDSJUVSF MPST EF MB EJČÏSFODJBUJPO
0O JOUSPEVJU VO ϣ j Ë MB NBJO x FU QBS FTTBJT TVDDFTTJGT DBS PO DIFSDIF Ë DF RVF MF QPJET OBJF QBT VO
FČFU OÏHMJHFBCMF PV QSÏQPOEÏSBOU *M FTU BVTTJ JNQPSUBOU EF WÏSJĕFS RVVO DPFďDJFOU OF QSFOE QBT EF
ƌƊ
ƊƉ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF
HSBOEFT WBMFVST 	j HSBOE x TJHOJĕBOU EF MPSESF EF MB EJ[BJOF PV MB DFOUBJOF QPVS MFT QFUJUFT WBMFVST EF)N, L, O*
 DBS DFMB DPOEVJU SBQJEFNFOU Ë EFT EÏQBTTFNFOUT EF DBQBDJUÏ
Ėĕėė 3ÏEVJSF MF OPNCSF EJODPOOVFT FU OPSNBMJTFS
(SÉDF Ë MB USBOTGPSNBUJPO 	ƊƎ
 PO QFVU VUJMJTFS EFT NBUSJDFT EF QBTTBHF QPVS DPOWFSUJS VOF GPS
NVMF WFST VOF GPSNF QMVT BHSÏBCMF 1BS FYFNQMF PO QFVU FTTBZFS EF USBOTGPSNFS VO DFSUBJO OPNCSF EF
NBUSJDFT FO NBUSJDFT USJBOHVMBJSFT PV EJBHPOBMFT TPVT GPSNF OPSNBMF 1BS FYFNQMF PO QFVU WPVMPJS
NFUUSF 9)* TPVT VOF GPSNF OPSNBMF QVJT VUJMJTFS VOF BVUSF USBOTGPSNBUJPO QBS FYFNQMF 23 TVS Ե;)*
&OTVJUF PO QFVU VUJMJTFS MB USBOTGPSNBUJPO 	Ɗƍ
 QPVS TF SBQQSPDIFS EF SBUJPOOFMT TVS MB MJHOF 
0O QFVU BVTTJ EFNBOEFS Ë DIFSDIFS VOF GPSNVMF FO ĕYBOU DFSUBJOT DPFďDJFOUT QBS FYFNQMF BWFD
9)* > ๪Ҩ  Ҩ๫ FU ;)* > ๪Ҩ Ҩ Ҩ๫ /PVT BWPOT EPOD QFSNJT Ë DF RVF MPO QVJTTF CMPRVFS DFSUBJOT
UFSNFT FO MFT GPSÎBOU Ë DFSUBJOFT WBMFVST EF GBÎPO Ë SÏEVJSF MB UBJMMF EF MFTQBDF EBOT MFRVFM PO NJOJNJTF
PV Ë BJEFS FU EJSJHFS MB SFDIFSDIF
ĖĕėĘ *NQMBOUBUJPO
/PVT BWPOT VUJMJTÏ MFT BLAS LAPACK (4- Ɖ QPVS JNQMÏNFOUFS DFT PQÏSBUJPOT 	4DIVS 23 EÏDPN
QPTJUJPO FO WBMFVST TJOHVMJÒSFT NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF
 /PVT BWPOT DPNNFODÏ QBS GBJSF VO QFUJU
QSPHSBNNF BWFD VOF JOUFSGBDF UPVUF TJNQMF EBOT VO UFSNJOBM UPVU EBCPSE USÒT CBTJRVF 	DG ĕHVSF ƊƉ

QVJT FO VUJMJTBOU EFT TÏRVFODFT EÏDIBQQFNFOU 75Ɖƈƈ QVJT FO ODVSTFT Ɗ $FQFOEBOU EFWBOU MFT EJG
ĕDVMUÏT SFODPOUSÏFT OPVT BWPOT ĕOJ QBS DPOTJEÏSFS MB USÒT QPSUBCMF CJCMJPUIÒRVF 2Uƌ Ƌ RVJ BWFD TPO
TZTUÒNF EF j TJHOBMoTMPU x QFSNFU EÏDSJSF SBQJEFNFOU FU BJTÏNFOU FO $ EFT JOUFSGBDFT HSBQIJRVFT
QVJTTBOUFT FU JOUFSGBDUJWFT &O PVUSF DFUUF CJCMJPUIÒRVF FTU JOUÏSFTTBOUF QBS MF HSBOE OPNCSF EF DPOUSÙMFT
	XJEHFUT
 QSPQPTÏ MFVS TJNQMJDJUÏ EVUJMJTBUJPO TFT NPEVMFT j UPVU QSÐUT j DPNNF MFT QJMFT GBJSFEÏGBJSF
	VOEPSFEP
 PV MB HFTUJPO EF ĕDIJFST OPUBNNFOU FO 9.- QPVS MFT JNQPSUT FU TPSUJFT EF GPSNVMFT 'JOB
MFNFOU EF NBOJÒSF Ë OF QBT EÏQFOESF EVOF JOUFSGBDF HSBQIJRVF EBOT MÏWPMVUJPO EF DF MPHJDJFM MF DPEF
EF DBMDVMT FTU UPUBMFNFOU JOEÏQFOEBOU FU TÏQBSÏ EF MJOUFSGBDF HSBQIJRVF 	QBUSPO EF DPODFQUJPO .7$
NPEÒMFWVFDPOUSPMMFVS

/PVT QSÏTFOUPOT EBOT MB ĕHVSF ƊƊ VOF DBQUVSF EÏDSBO EV MPHJDJFM winosearcher
Ėĕėę 3ÏTVMUBUT
/PVT SFUSPVWPOT BTTF[ SBQJEFNFOU VOF GPSNVMF EV UZQF 4USBTTFOo8JOPHSBE 1BS DPOUSF OPVT OBWPOT
QBT FODPSF USPVWÏ EF OPVWFMMFT GPSNVMFT FYBDUFT QPVS EFT UBJMMFT QMVT HSBOEFT/PVT QSÏTFOUPOT RVFMRVFT
SÏTVMUBUT EBOT MB UBCMFBV ƊƊ
5Įį ƊƊ  3ÏTVMUBUT 	QSÏNJTTFT

5ZQF 2 5ZQF 2), , *   ), , *   , ϣ), , *  ,   ), , *  , ), , *  ,   ), , *  , ), , *   ), , *  , ), , *  ,  ), , *  , 
$FT SÏTVMUBUT BQQSPDIÏT TPOU BDDFTTJCMFT FO RVFMRVFT NJOVUFT 1BS DPOUSF DPOWFSHFS WFST EFT TPMV
UJPOT FOUJÒSFT PV SBUJPOOFMMFT FTU VO TVKFU QMVT EÏMJDBU "V DPVST EF OPT FYQÏSJNFOUBUJPOT OPVT DPOTUB
UPOT RVF MFTNJOJNB EF2 PCUFOVT TPOU QSFTRVF UPVKPVST Ë QFJOF TVQÏSJFVST Ë EFT FOUJFST FU RVF MPSTRVJMT
Ɖ  (/6 4DJFOUJĕD -JCSBSZ EJTQPOJCMF Ë MVSM http://www.gnu.org/software/gsl/
Ɗ  #JCMJPUIÒRVF EBďDIBHF QPVS DPOTPMF http://www.gnu.org/software/ncurses/
Ƌ  http://qt.nokia.com/ http://qt-project.org/
ƌƋ
Ɗ 3FDIFSDIF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO
'ĶĴ ƊƉ  6O FYFNQMF EF QSPNQU
'ĶĴ ƊƊ  6OF DBQUVSF EÏDSBO EF MJOUFSGBDF 2U
ƌƌ
ƊƉ 3FDIFSDIF BVUPNBUJRVF EF GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF
TPOU QSÒT EF [ÏSP JM FYJTUF VOF GPSNVMF DPOOVF *M FTU USÒT EJďDJMF QPVS MPQUJNJTFVS EF EFTDFOESF BV
EFTTPVT EVOF CBSSJÒSF FOUJÒSF TBOT RVF OPVT OF TBDIJPOT FYQMJRVFS DF QIÏOPNÒOF
-FT GPSNVMFT PCUFOVFT QPVS EF QFUJUT 2 OF TPOU QBT TBOT WBMFVS &O FČFU FMMFT OPVT QFSNFUUFOU
EPCUFOJS EFT GPSNVMFT BQQSPDIÏFT USÒT VUJMFT FO UIÏPSJF 	QFY <#JOƐƈ>
 FU RVJ OF TFNCMFOU QBT EÏOVÏFT
EJOUÏSÐU FO QSBUJRVF TVS EFT DPSQT ĕOJT DPNNF OPVT BMMPOT MF WPJS EBOT MB TPVTTFDUJPO TVJWBOUF
ĖĕĘ 6UJMJTBUJPO EF GPSNVMFT BQQSPDIÏFT TVS MFT DPSQT öOJT  
/PVT BQQFMMFSPOT JDJ QPVS TJNQMJĕFS GPSNVMF BQQSPDIÏF VOF ÏHBMJUÏ EF MB GPSNF $ > "ϣ · #ϣ ,% )ϣ*
BWFD % )ϣ* ϣ݇Ь / 4PJU MB GPSNVMF BQQSPDIÏF TVJWBOUF 	UBCMFBV ƊƋ
 EVF ƌ Ë <#JOƐƈ> RVJ GPVSOJU VOF
NVMUJQMJDBUJPO BQQSPDIÏF EF UZQF ), , * FO  NVMUJQMJDBUJPOT 	FU EPOD ϵ ә /
































































































































-VUJMJTBUJPO EVOF UFMMF GPSNVMF TF QSÐUF QBSUJDVMJÒSFNFOU BVY double QPVS QFY SFQSÏTFOUFS EFT
FOUJFST NPEVMBJSFT 1PVS RVF MF SÏTVMUBU EVOF UFMMF NVMUJQMJDBUJPO TPJU DPSSFDUF JM TVďU EF DIPJTJS VO
ϣ UFM RVF % )ϣ* = Ҧ/ %BOT MF DBT EF MBMHPSJUINF UJSÏ EV UBCMFBV ƊƋ FO VUJMJTBOU VOF NVMUJQMJDBUJPO
ƌ  &O GBJU DFSUBJOT UFSNFT EF 8 EBOT MB SÏGÏSFODF TPOU JODPSFDUT OPVT MFT BWPOT DPSSJHÏT JDJ
ƌƍ
Ɗ 3FDIFSDIF EF OPVWFMMFT GPSNVMFT EF NVMUJQMJDBUJPO
j FYBDUF x 	dgemm
 TVS EFT EPVCMFT QPVS DIBDVOF EFT  NVMUJQMJDBUJPOT OPVT BWPOT QPVS ϣ = Ҧ
MJOÏHBMJUÏ % )ϣ* ࣎ ϣΕ"#Εү 1BS FYFNQMF BWFD MB SFQSÏTFOUBUJPO TUBOEBSE EFT ÏMÏNFOUT EFT BOOFBVY
;ҦQ; OPVT PCUFOPOT % )ϣ* ࣎ O මQ ң ඹ / /PVT DIPJTJTTPOT ϣ > ң EF NBOJÒSF Ë DF RVF ϣ >  -F
QMVT HSBOE NPEVMP RVF OPVT QPVWPOT BMPST VUJMJTFS FTU EPOOÏ QBS OҦ මQ ң ඹ =  &O QBSUJDVMJFS
QPVS Q >  OPVT QPVSSJPOT VUJMJTFS EFT EJNFOTJPOT KVTRVF ƉƋ ƈƈƈ Ë DPNQUFS EBWPJS BTTF[ EF
NÏNPJSF
/PVT QSPQPTPOT EBOT MF UBCMFBV Ɗƌ TVJWBOU VO DPNQBSBUJG QPVS MPQÏSBUJPO $ Ъ "# FOUSF MBMHP
SJUINF BQQSPDIÏ EF #JOJ BWFD VO TFVM OJWFBV EF SÏDVSTJPO TVS EFT double FU FFLAS::fgemm TVS VO DPSQT
Modular<double>
5Įį Ɗƌ  "MHPSJUINF BQQSPDIÏ EF #JOJ WT 8JOPHSBE 	fgemm
 TVS ;Ҧ; BWFD TFVJM EF Ɖ ƈƈƈ
UFNQT 	T

EJNFOTJPOT fgemm-bini fgemm-wino) ,  ,  * ƈƋƋ ƈƋƊ) ,  ,  * ƉƋƏ ƉƋƍ) ,  ,  * ƌƋƐ ƌƍƎ) ,  ,  * ƋƉƐ ƋƊƌ) ,  ,  * ƉƑƍ ƉƑƐ) ,  ,  * ƎƋƍ ƎƏƍ
/PVT DPOTUBUPOT RVF OPUSF QSFNJÒSF JNQMBOUBUJPO EF MBMHPSJUINF ), , * EF #JOJ FTU DPNQÏUJUJWF
BWFD fgemm FO QBSUJDVMJFS QPVS MFTNVMUJQMJDBUJPOT SFDUBOHVMBJSFT &O ÏDSJWBOU EFNÐNF EFT BMHPSJUINFT
EÏSJWÏT QPVS MFT DBT TZNÏUSJRVF ), , * PV ), , * OPVT QPVSSJPOT QPVS MFT QFUJUT BOOFBVY ;ҦQ;
CÏOÏĕDJFS EVOF BDDÏMÏSBUJPOEBVUBOU QMVT RVF MBMHPSJUINF JNQMÏNFOUÏ QPVSSBJU ÐUSF FODPSF USBWBJMMÏ
BV OJWFBV EF MPSEPOOBODFNFOU EFT BEEJUJPOT FU EFT PQÏSBUJPOT BWFD ϣ
ĖĖ 1SPMPOHFNFOUT
-F QSPHSBNNF winosearcher QFVU FODPSF ÐUSF BNÏMJPSÏ EF EJWFSTFT NBOJÒSFT %VOF QBSU QPVS
ÏWJUFS MFT QSPCMÒNFT MJÏT BVY BSSPOEJT FU BVY EÏQBTTFNFOUT EF DBQBDJUÏ JM OPVT GBVESBJU VUJMJTFS EFT
ĘPUUBOUT EF QMVT HSBOEF QSÏDJTJPOQBS FYFNQMF EFT ĘPUUBOUT NVMUJQSÏDJTJPO *M TFSBJU BVTTJ JOUÏSFTTBOU
EF QBSBMMÏMJTFS MF DPEF EF DBMDVM $PNNF OPVT TPNNFT QBSUJT EVOF JOUFSGBDF Pá MVUJMJTBUFVS HVJEF MFT
SFDIFSDIFT JM OFTU QBT QPVS MF NPNFOU EFTUJOÏ Ë EJTUSJCVFS EFT SFDIFSDIFT TVS VO DMVTUFS QBS FYFNQMF
4J OPVT QPVWPOT SFMBYFS MJOĘVFODF EF MVUJMJTBUFVS TVS MFT SFDIFSDIFT OPVT QPVSSJPOT JNBHJOFS BWFD VO
DMVTUFS EF / PSEJOBUFVST MBODFS TJNVMUBOÏNFOU / SFDIFSDIFT BWFD DIBDVOF VO QBSBNÒUSF ĕYÏ
6OF BVUSF JEÏF RVF OPVT BWPOT FTTBZÏ EF TVJWSF DPOTJTUF Ë ÏOVNÏSFS UPVUFT MFT GPSNVMFT WBMBCMFT EBOT
;Ҧ; FU EF MFT SFNPOUFS TVS ; 	<#PEƉƈ>
 $FQFOEBOU OPVT OBWPOT QBT SÏVTTJ Ë SÏEVJSF TVďTBNNFOU










1PVSRVPJ MPQÏSBUJPO 4Q.7                                   ƌƑ
(ÏOÏSBMJUÏT TVS 4Q.7                                     ƍƈ
'PSNBUT EF TUPDLBHF                                  ƍƈ
0VUJMT MPHJDJFMT                                     ƍƈ
-ÏWPMVUJPO EV NBUÏSJFM                                    ƍƉ
1MBO EV DIBQJUSF                                        ƍƊ
"ł İļłĿŀ EFT EFSOJÒSFT BOOÏFT VO ÏOPSNF USBWBJM B ÏUÏ FČFDUVÏ QPVS SFOESF MFT SPVUJOFT EBMHÒCSF MJOÏBJSF EFOTF TVS EFT DPSQT QSFNJFST EF MB UBJMMF EVO NPU NBDIJOF FYUSÐNFNFOU FďDBDF 	<%(1ƈƊ>
 6OF EFT JEÏFT DMFGT GVU EF NFUUSF Ë QSPĕU MFT SPVUJOFT OVNÏSJRVFT FYJTUBOUFT
	BLAS LAPACK
 $FT SPVUJOFT TPOU CJFO EÏĕOJFT BWFD VOF HSBOEF DPNNVOBVUÏ EVUJMJTBUFVST FU EFT EJT
USJCVUJPOT MJCSFT 	"5-"4 (PUPĖ
 PV QSPQSJÏUBJSFT 	"$.- .,-
 FYUSÐNFNFOU QFSGPSNBOUFT 6O EÏWF
MPQQFNFOU MPHJDJFM QFVU EPOD ÐUSF CÉUJ TBJOFNFOU TVS DFT CBTFT %BOT <%(1ƈƐ> VOF ÏUVEF BQQSPGPOEJF
FTU NFOÏF TVS DFT UFDIOJRVFT FU MFT QFSGPSNBODFT PCUFOVFT
1PVSRVPJ MPQÏSBUJPO 4Q.7 
$FQFOEBOU EBOT -JO#PY FO QBSUJDVMJFS JM FYJTUF FODPSF EF OPNCSFVY EPNBJOFT Pá MFT PQÏSBUJPOT
NBUSJDJFMMFT EF CBTF OF TPOU QBT PQUJNJTÏFT  BLAS TVS MFT DPSQT OPO QSFNJFST TVS MFT FOUJFST FU MFT SB
UJPOOFMT PQÏSBUJPOT TVS MFT NBUSJDFT TUSVDUVSÏFT FUPV DSFVTFT
%BOT DF DIBQJUSF OPVT BMMPOT PQUJNJTFS MF QSPEVJU EVOF NBUSJDF DSFVTF QBS VO WFDUFVS EFOTF $FTU
MPQÏSBUJPO EF CBTF EBOT MFT BMHPSJUINFT EJUT FO j CPÔUF OPJSF x 	CMBDL CPY <,-Ƒƌ>
 MPSTRVF MB CPÔUF OPJSF
FTU VOF NBUSJDF DSFVTF PV VOF DPNQPTÏF EF NBUSJDFT DSFVTFT QBS FYFNQMF *M FTU EPOD DSVDJBM EF SFOESF
DFUUF PQÏSBUJPO QFSGPSNBOUF 1BS FYFNQMF DFUUF PQÏSBUJPO FTU BV DVS EFT BMHPSJUINFT EF UZQF -BO[DPT
PV 8JFEFNBOO &MMF FTU BVTTJ JOEJTQFOTBCMF QPVS DBMDVMFS MF QSPEVJU " Ֆ # Ֆ W TBOT BWPJS Ë DBMDVMFS MF
QSPEVJU " Ֆ # RVJ FTU EF USPQ HSBOEF UBJMMF 	FU TPVWFOU EFOTF

/PVT BQQFMPOT QBS MB TVJUF 4Q.7 	TQBSTF NBUSJYWFDUPS QSPEVDU
 DFUUF PQÏSBUJPO /PVT JNQMÏNFO
UPOT VOF PQÏSBUJPO 4Q.7 TVS EFT BOOFBVY ĕOJT ;ҦR; BWFD R EF MB UBJMMF EVO NPU NBDIJOF 1MVT QSÏ
DJTÏNFOU OPVT OPVT CBTFSPOT TVS MPQÏSBUJPO Z Ъ " Ֆ Y, Z QPVS FO EÏEVJSF MPQÏSBUJPO QMVT HÏOÏSBMF
Z Ъ ϟ" Ֆ Y,Ϡ Z BWFD ϟ ӱ  &O QBSUJDVMJFS MPQÏSBUJPO apply EF MJOUFSGBDF CPÔUF OPJSF EF -JO#PY FTU
SÏBMJTÏF QBS Z Ъ < Z Ъ " Ֆ Y, Z /PVT QSPEVJSPOT EBVUSF QBSU VOF SPVUJOF Z Ъ Ե" Ֆ Y, Z &OĕO
ƌƑ
Ɗ *OUSPEVDUJPO
OPVT TQÏDJĕFSPOT DFT PQÏSBUJPOT EBOT MF DBT Pá Y FU Z TPOU EFT CMPDT EF WFDUFVST 	DFTUËEJSF EFT NB
USJDFT BWFD QFV EF DPMPOOFT QBS SBQQPSU BVY MJHOFT
 $FUUF PQÏSBUJPO QBSUJDVMJÒSF SFKPJOU VOF PQÏSBUJPO
QMVT HÏOÏSBMF TVS MFT NBUSJDFT EFOTFT OPUÏF BMPST 4Q.. MF TFDPOE . ÏUBOU QPVS NBUSJDF FU FTU DBQJUBMF
QPVS MFT BMHPSJUINFT QBS CMPDT -FT SPVUJOFT Z Ъ "T Ֆ Y, Z OF TPOU GPVSOJFT EBOT MF DBT Pá " FTU DBSSÏF
RVBĕO EF DPNQBSFS MFT QFSGPSNBODFT FOUSF VOF TFVMF JUÏSBUJPO FU EFT VUJMJTBUJPOT SÏQÏUÏFT UZQJRVFT EFT
QSPDFTTVT JUÏSBUJGT
(ÏOÏSBMJUÏT TVS 4Q.7
%JTPOT RVVOF NBUSJDF DSFVTF EF UBJMMF O DPNQSFOE ਿ)O* FOUSÏFT OPO OVMMFT &O HÏOÏSBM PO QFVU
DPOTJEÏSFS RVJM Z FO B DO BWFD D VOF DPOTUBOUF USÒT QFUJUF EFWBOU  BQQFMÏF TB EFOTJUÏ PV TQBSTJUÏ 	TQBS
TJUZ
 -B RVBOUJUÏ D FTU TPVWFOU BVTTJ DPOTJEÏSÏF DPNNF VOF BQQSPYJNBUJPO EV OPNCSF EFOUSÏFT OPO
OVMMFT TVS VOF MJHOF $FTU VO DBT RVJ TF SFUSPVWF TPVWFOU FO QSBUJRVFNÐNF TJ PO EPJU QPVWPJS BVTTJ USBJ
UFS EFT EJTUSJCVUJPOT QMVT HÏOÏSBMFT -B DPNQMFYJUÏ EV QSPEVJU NBUSJDF WFDUFVS FTU EF ਿ)O* PQÏSBUJPOT
ÏMÏNFOUBJSFT &MMF FTU NJOJNBMF EBOT MF TFOT Pá FMMF FTU ÏHBMF Ë MB UBJMMF EF MB NBUSJDF DSFVTF
$FTU VOF PQÏSBUJPO SBQJEF TFVMFNFOU FO O NBJT FO QSBUJRVF OPNCSF EBDDÒT TF GPOU EF NBOJÒSF
BMÏBUPJSF FU JM FTU EPOD EJďDJMF EPQUJNJTFS MVUJMJTBUJPO EV DBDIF FU MFT EÏGBVUT EF QBHF <)).Ɖƈ 54ƈƎ>
$FTU FO GBJU MB EJďDVMUÏ QSJODJQBMF QPVS VOF JNQMBOUBUJPO FďDBDF %BVUSF QBSU JM FYJTUF VOF EJWFSTJUÏ
EF GPSNBUT EF TUPDLBHF RVF MBMHÒCSF MJOÏBJSF EFOTF OF DPOOBÔU QBT 	FO HÏOÏSBM VOF NBUSJDF EFOTF FTU
TUPDLÏF TPVT VO GPSNBU BLAS TFMPO TFT DPMPOOFT PV TFT MJHOFT EBCPSE
 DF RVJ JOUSPEVJU VOF EJďDVMUÏ
MPHJDJFMMF TVQQMÏNFOUBJSF
'PSNBUT EF TUPDLBHF
*M FYJTUF EPOD VOF NVMUJUVEF EF GPSNBUT EF TUPDLBHF $FSUBJOT SFĘÒUFOU EFT TUSVDUVSFT EF EPOOÏFT
WBSJÏFT EBVUSFT TPOU BQQBSVT QPVS PQUJNJTFS DFSUBJOFT PQÏSBUJPOT OPUBNNFOU 4Q.7 /PVT BMMPOT FO
MJTUFS MFT QMVT DPVSBOUT EBOT MF DIBQJUSF Ƌ
0VUJMT MPHJDJFMT
-FT OVNÏSJDJFOT OPVT QSPQPTFOU RVFMRVFT PVUJMT /PVT BMMPOT FO DJUFS RVFMRVFT VOT EFT QMVT DPOOVT
/PVT SFQSFOPOT JDJ RVFMRVFT QSPKFUT 
 TQBSTFBLAS 	http://math.nist.gov/spblas/
 BTTF[ TJNQMF FU DPNQMFU 
 TQBSTFMJC 	DG <"-/,Ƒƌ> http://math.nist.gov/sparselib++/
 QMVT DPNQMFU ÏDSJU FU EÏWF
MPQQÏ QPVS MF $ 
 DYTQBSTF 	http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/CXSparse/
 FTU USÒT DPNQMFU FU Ë DF
KPVS FODPSF EÏWFMPQQÏ FU QSÏTFOU EBOT EF OPNCSFVTFT EJTUSJCVUJPO -JOVY 
 04,* 	DG <7%:ƈƍ 7.ƈƍ>
 VOF MJCSBJSJF RVJ TBVUPPQUJNJTF NBJT OFTU QMVT EÏWFMPQQÏ 
 14#-"4 	http://www.ce.uniroma2.it/psblas/
 VOF JNQMBOUBUJPO TUZMF BLAS FU QBSBMMÒMF 	VUJ
MJTF .1*

 -FT TQÏDJĕDBUJPOT BLAS JODMVFOU MFT 4QBSTF #-"4 ƍ NBJT DFT SPVUJOFT TPOU SBSFNFOU DPNQMÒUFNFOU
JNQMÏNFOUÏFT EBOT MFT JNQMBOUBUJPOT MJCSFT EFT BLAS
 .FUJT Ǝ QFSNFU EF QBSUJUJPOOFS VOF NBUSJDF QPVS MPQUJNJTFS QBS CMPDT
/PVT WPZPOT RVF UPVT MFT QSPKFUT OF TPOU QBT UPVT SÏHVMJÒSFNFOU NBJOUFOVT *M OZ B FO HÏOÏSBM QBT EF
DPNQBUJCJMJUÏ EJSFDUF FOUSF FVY 	BV OJWFBV EFT GPSNBUT
 OJ EF MFVS JOUFSGBDF 	Ë QBSU MFT SBSFT SFTQFDUBOU
MFT TQÏDJĕDBUJPOT BLAS




ƊƊ -ÏWPMVUJPO EV NBUÏSJFM
-ÏWPMVUJPO EVNBUÏSJFM
&OWJSPOOFNFOUT NVMUJDVST
$PNNF OPVT MBWPOT EÏKËNFOUJPOOÏ JM FTU JNQÏSBUJG EF DPOTJEÏSFS Ë MB GPJT MFT WFSTJPOT TÏRVFOUJFMMFT
FU Ë NÏNPJSF QBSUBHÏF EFT BMHPSJUINFT RVF OPVT EÏWFMPQQPOT QPVS UJSFS NFJMMFVS QBSUJ EFT BSDIJUFD
UVSFT NVMUJDVST BVKPVSEIVJ DMBTTJRVFT NBJT BVTTJ QPVS MBJTTFS MFT BMHPSJUINFT 	BV EFTTVT
 DIPJTJS
MB WFSTJPO TÏRVFOUJFMMF PV QBSBMMÒMF EF 4Q.7 /PVT OBWPOT QBT DPOOBJTTBODF EF WFSTJPO NVMUJĕMT EF
4Q.7 EJTQPOJCMFT /PVT BWPOT DIPJTJ 0QFO.1 	0QFO.VMUJ1SPDFTTJOH
 DPNNF PVUJM EF QBSBMMÏMJTBUJPO
-FT SBJTPOT EF DF DIPJY TPOU NVMUJQMFT  VOF JOUFSGBDF EF QSPHSBNNBUJPO TJNQMF FTU USÒT EPDVNFOUÏF
VO TVQQPSU QBS EF OPNCSFVY DPNQJMBUFVST 	JDD HDD
 FU VOF IZCSJEJTBUJPO GBDJMF BWFD .1* PV EBVUSFT
UFDIOPMPHJFT
&OWJSPOOFNFOUT HSBQIJRVFT
"WFD MBQQBSJUJPO QVJT MB HÏOÏSBMJTBUJPO EFT DBSUFT HSBQIJRVFT QVJTTBOUFT MF TUBOEBSE HSBQIJRVF
0QFO(- 	0QFO (SBQIJDT -JCSBSZ
 QFSNFUUBJU EF GBJSF EV DBMDVM JOUFOTJG 	OPUBNNFOU WJB (-4- 0QFO(-
4IBEJOH -BOHVBHF
 RVJ GBDJMJUF MVUJMJTBUJPO EFT TIBEFST $FQFOEBOU QSPHSBNNFS EFT TIBEFST QPVS MF
DBMDVM TDJFOUJĕRVF FTU FODPSF MPJO EVO WÏSJUBCMF MBOHBHF EF QSPHSBNNBUJPO HÏOÏSBM QPVS MFT DBSUFT HSB
QIJRVFT
-FT DPOTUSVDUFVST EF DBSUF HSBQIJRVF OPUBNNFOU ".% FU /7JEJB POU DSÏÏ EFT MBOHBHFT EF QSP
HSBNNBUJPO QPVS MF DBMDVM EF MFVS DBSUFT HSBQIJRVFT TPVWFOU TFVMFNFOU EJTQPOJCMFT QPVS MFT EFSOJÒSFT
TPSUJFT FU MFT QMVT QVJTTBOUFT FU EÏMBJTTBOU SBQJEFNFOU MFVS TVQQPSU QPVS MFVST DBSUFT VOF GPJT DFMMFTDJ
WJFJMMJFT
$IF[ "5* DFTU $MPTF UP.FUBM 	EFWFOV 4USFBN 4%, FO ƊƈƈƏ QVJT "11 QPVS"DDFMFSBUFE 1BSBMMFM 1SPDFT
TJOH
 UBOEJT RVF DIF[ /7JEJB DFTU $VEB 	$PNQVUF 6OJĕFE %FWJDF "SDIJUFDUVSF
 EPOU MB QSFNJÒSF WFSTJPO
QVCMJRVF FTU BVTTJ TPSUJF FO ƊƈƈƏ $F TPOU UPVT MFT EFVY EFT FYUFOTJPOT EV MBOHBHF $ 3BQJEFNFOU MF
TUBOEBSE 0QFO$- FTU BQQBSV OPUBNNFOU TPVT MJNQVMTJPO E"QQMF FU MFT WFOEFVST POU GPVSOJ EFT JN
QMBOUBUJPOT EV TUBOEBSE 1PVS /7JEJB MFT ESJWFST POU ÏUÏ GPVSOJT BVY EÏWFMPQQFVST FOSFHJTUSÏT FO BWSJM
ƊƈƈƑ FU FO BPßU QPVS ".% -B WFSTJPO Ɖƈ EV TVQQPSU EF 0QFO$- QBS ".% PV /7JEJB OFTU TPSUJF RVF
ĕO ƊƈƈƑ "DUVFMMFNFOU MB WFSTJPO ƉƉ EF 0QFO$- FTU EJTQPOJCMF DIF[ *#. *OUFM ".% "5* -F TZTUÒNF
EFYQMPJUBUJPO -JOVY FTU TVQQPSUÏ QBS DIBDVOF EF DFT JNQMBOUBUJPOT
.PUJWBUJPOT
/PVT WPVMPOT EPOD JNQMBOUFS DFUUF PQÏSBUJPO TVS EFT BSDIJUFDUVSFT QBSBMMÒMFT 	NVMUJDVST FU QSP
DFTTFVST HSBQIJRVFT
 %BOT MF DBT EFT NBUSJDFT EFOTFT JM FYJTUF EFT WFSTJPOT NVMUJUISFBEÏFT EFT BLAS
	(PUPĖ
  JM FYJTUF BVTTJ VOF MJCSBJSJF QPVS $VEB EF "5*  DV#-"4 /PVT DPOOBJTTPOT MFT BDDÏMÏSBUJPOT MJÏFT
Ë MVUJMJTBUJPO EFT BLAS QBSBMMÒMFT $FMMFT MJÏFT BVY BLAS TVS (16 TFNCMBJFOU QSPNFUUFVTFT 	NJ ƊƈƈƑ MFT
QFSGPSNBODFT EF DSÐUF ÏUBJFOU RVBTJNFOU BUUFJOUFT EFT UFTUT SBQJEFT NPOUSFOU RVF DFUUF UFDIOPMPHJF FTU
QPUFOUJFMMFNFOU FYUSÐNFNFOU JOUÏSFTTBOUF QPVS MFT PQÏSBUJPOT ''-"4

$FT QSÏDÏEFOUT OPVT NPUJWFOU EPOD EBOT MB WPMPOUÏ EF QBSBMMÏMJTBUJPO EF MPQÏSBUJPO 	QMVT EJďDJMF
RVF MBMHPSJUINF USJQMF CPVDMF
 4Q.7
1PVSRVPJ $VEB  
-B CJCMJPUIÒRVF EÏWFMPQQÏF QPVS GBJSF MPQÏSBUJPO 4Q.7 TVS MFT DPSQT ĕOJ TF OPNNF òTQNWHQV Ə
*M GBMMBJU DIPJTJS VO MBOHBHF EF QSPHSBNNBUJPO -FT DBSUFT HSBQIJRVFT EJTQPOJCMFT ÏUBJFOU DPOÎVFT QBS
/7JEJB FU BV EÏCVU EF MÏDSJUVSF EV DPEF MF MBOHBHF 0QFO$- OÏUBJU QBT FODPSF EJTQPOJCMF  $VEB FO ÏUBJU
EÏKË Ë TB WFSTJPO Ɗƈ .ÐNF TJM NBORVBJU EF OPNCSFVTFT GPODUJPOOBMJUÏT Ë $VEB 	RVJ Ë MIFVSF EF MB
SÏEBDUJPO FO FTU Ë MB WFSTJPO ƌƉ CFBVDPVQ QMVT BCPVUJF
 DF MBOHBHF TFNCMBJU NßSJS FU BWBJU VOF DPN
NVOBVUÏ EVUJMJTBUFVST HSBOEJTTBOUF 6O JODPOWÏOJFOU NBKFVS EPOU OPVT ÏUJPOT DPOTDJFOU EÒT MF EÏQBSU
FTU MFOGFSNFNFOU EBOT VOF TPMVUJPO QSPQSJÏUBJSF -PST EV QPSUBHF EV DPEF EBOT -JO#PY VOF SÏÏDSJUVSF
BWFD MF DIPJY E0QFO$- Ë MB QMBDF EF $VEB TFSB WSBJNFOU DPOTJEÏSÏF $FMB QFSNFUUSB VOF JOEÏQFOEBODF
	UPVUF SFMBUJWF QPVS MF NPNFOU
 FOWFST MFT DPOTUSVDUFVST FU VOF HÏOÏSJDJUÏ QMVT QSPQSF Ë -JO#PY
Ə  EJTQPOJCMF TVS https://forge.imag.fr/projects/ffspmvgpu/
ƍƉ
Ɗ *OUSPEVDUJPO
5SBWBVY QSÏDÏEFOUT TVS 4Q.7 TVS (16
2VFMRVFT OPZBVY 	LFSOFM
 POU ÏUÏ QSPQPTÏT QPVS MPQÏSBUJPO 4Q.7 TVS (16  <7(.'ƈƑ #'',ƈƑ
#(ƈƑ> $F EFSOJFS B QBSUJDJQÏ Ë MB DSÏBUJPO QPTUÏSJFVSF Ë òTQNWHQV EF MB CJCMJPUIÒRVF DV41"34& Ɛ
QVCMJÏF QBS /7JEJB
1MBO EV DIBQJUSF
5PVU EBCPSE OPVT ÏOPODFSPOT MFT GPSNBUT EF TUPDLBHF MFT QMVT DPOOVT 	DIBQJUSF Ƌ
 &OTVJUF OPVT EÏ
DSJSPOT MFT BMHPSJUINFT VUJMJTÏT FU MFT DPNQBSFSPOT -JEÏF DPOTJTUF Ë DIFSDIFS Ë UJSFS QSPĕU EFT NÏUIPEFT
OVNÏSJRVFT CJFO RVF MF QSPCMÒNF TPJU EJČÏSFOU EFT ''-"4 &O FČFU DPOUSBJSFNFOU BV DBT EFOTF JM FTU
EJďDJMF EFYUSBJSF VOF TPVTNBUSJDF EVOF NBUSJDF DSFVTF 1PVS BNÏMJPSFS MFT QFSGPSNBODFT EF 4Q.7
OPVT BWPOT TVJWJ MFT BYFT TVJWBOUT
 /PVT JOUSPEVJSPOT EF OPVWFBVY GPSNBUT FU GFSPOT EFT BEBQUBUJPOT EF GPSNBUT FYJTUBOUT QPVS FO
UJSFS EFT PQUJNJTBUJPOT EBOT MF DBT EFT DPSQT ĕOJT
 /PVT FTTBJFSPOT BVTTJ EF UJSFS BVUPNBUJRVFNFOU QBSUJ EFT BSDIJUFDUVSFT 	QBS FYFNQMF NVMUJ
DVST(16
 QPVS HBHOFS FODPSF FO SBQJEJUÏ
 /PVT QSPQPTPOT EFT GPSNBUT IZCSJEFT TQÏDJĕÏT QBS MVUJMJTBUFVS PV EÏDPVWFSUT IFVSJTUJRVFNFOU
VOF NBUSJDF DSFVTF ÏUBOU BMPST EÏDPVQÏF FO EJČÏSFOUFT QBSUJFT TFMPO EJČÏSFOUT GPSNBUT QPVS UJSFS
QBSUJ EFT BSDIJUFDUVSFT EFT NBDIJOFT
%BOT MF DIBQJUSF ƌ OPVT VUJMJTFSPOT DFUUF CJCMJPUIÒRVF QPVS BNÏMJPSFS MBMHPSJUINF QBS CMPDT EF 8JF
EFNBOO EBOT -JO#PY 6OF BQQMJDBUJPO EJSFDUF DPODFSOF BMPST MF DBMDVM EV SBOH
a
Ɛ  7PJS http://developer.nvidia.com/cusparse
ƍƊ
&KDS 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV
4PNNBJSF
ƋƉ 'PSNBUT USBEJUJPOOFMT                                  ƍƋ
ƋƊ *NQMBOUBUJPO EF CBTF                                  ƍƏ
ƋƊƉ 3FQSÏTFOUBUJPO EFT DPSQT ĕOJT                        ƍƏ
ƋƊƊ "EBQUFS MFT CJCMJPUIÒRVFT OVNÏSJRVFT                    ƍƑ
ƋƊƋ 6UJMJTBUJPO E0QFO.1                             ƍƑ
ƋƋ /PVWFBVY GPSNBUT                                   ƍƑ
ƋƋƉ 1SFNJFS FTTBJ  DPNQJMBUJPO Ë MB WPMÏF 	+*5
                 ƎƉ
ƋƋƊ 1SJTF FO DPNQUF EFT                             ƎƊ
ƋƋƋ 3FUPVS TVS MFT GPSNBUT EF CBTF                        ƎƋ
ƋƋƌ 'PSNBUT IZCSJEFT                               Ǝƌ
ƋƋƍ "MHPSJUINF IFVSJTUJRVF QPVS MF DIPJY EFT GPSNBUT             Ǝƌ
Ƌƌ 7FSTJPO JUÏSBUJWFT FU QBS CMPDT EF WFDUFVST                       Ǝƌ
ƋƌƉ 6UJMJTFS MFT NVMUJWFDUFVST                          Ǝƍ
ƋƌƊ 1FSGPSNBODF FU QSPCMÒNFT                          Ǝƍ
Ƌƍ 1SPMPOHFNFOUT                                     ƎƏ
/ļłŀ İļĺĺĲĻˢļĻŀ QBS QSÏTFOUFS EFT GPSNBUT VTVFMT EBOT MFT MPHJDJFMT PV MB MJUUÏSBUVSF 	TFDUJPO ƋƉ
 QVJT OPVT JOEJRVPOT VOF QSFNJÒSF JNQMBOUBUJPO EF 4Q.7 FU MFT QSPCMÒNFT TPVMFWÏT	TFDUJPO ƋƊ
 BWFD DPNNF QSFNJÒSF SÏQPOTF EF OPVWFBVY GPSNBUT 	TFDUJPO ƋƋ
 'JOBMFNFOU
EBOT MB TFDUJPO Ƌƌ OPVT HÏOÏSBMJTPOT 4Q.7 Ë EFT CMPDT EF WFDUFVST
ėĕ 'PSNBUT USBEJUJPOOFMT
4PJU MB NBUSJDF TVJWBOUF RVJ WB OPVT TFSWJS EFYFNQMF EBOT UPVT MFT QBSBHSBQIFT TVJWBOUT /PVT NPO
USPOT DPNNFOU FMMF FTU SFQSÏTFOUÏF EBOT EJWFST GPSNBUT EF TUPDLBHF
" > ֿֿ־ֿֿ׀
      
      
      




Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV
'PSNBU &22
-F GPSNBU EF TUPDLBHF QBS DPPSEPOOÏFT FTU MF GPSNBU MF QMVT JOUVJUJG FU MF QMVT DPNNVO *M
TUPDLF VO USJQMÏ EF WFDUFVST Ɖ EF UBJMMF nbnz OPNNÏT data idcol FU idlig UFMT RVF data\L^ >
"\idlig\L^, idcol\L^^ 4PVWFOU data FTU TUPDLÏ MJHOF EBCPSE 	DPNNF EFT WFDUFVST $
 SFOEBOU idlig
DSPJTTBOU 0O ÏDSJU " TPVT MB GPSNF 
idlig        
idcol        
data        
'ĶĴ ƋƉ  'PSNBU COO
'PSNBU &65
-F GPSNBU CSR 	$PNQSFTTFE 4UPSBHF3PX
 TUPDLF MFT MJHOFT EFNBOJÒSF QMVT FďDBDF -F WFDUFVS idlig
FTU SFNQMBDÏ QBS VO WFDUFVS EF UBJMMF )lig, * OPNNÏ debut UFM RVF QPVS MB MJHOF J TJ debut\J^ ࣎ L =
debut\J , ^ BMPST data\L^ > "\J, idcol\L^^ &O EBVUSFT UFSNFT debut JOEJRVF Ë RVFM JOEJDF EBOT MFT
EFVY BVUSFT DIBNQT VOF MJHOF DPNNFODF FU Ë RVFM JOEJDF FMMF TFTU UFSNJOÏF
debut     
idcol        
data        
'ĶĴ ƋƊ  'PSNBU CSR
'PSNBU &6&
$FTU MF NÐNF GPSNBU RVF CSR NBJT DF TPOU MFT DPMPOOFT 	idcol
 RVJ TPOU DPNQSFTTÏFT EBOT Ե"
	MPSTRVF MPO TUPDLF MFT ÏMÏNFOUT OPO OVMT EF " DPMPOOF EBCPSE

idlig        
debut        
data        
'ĶĴ ƋƋ  'PSNBU CSC
/PVT OPUPOT RVF EBOT DF DBT JM OZ B QBT EF DPNQSFTTJPO DBS MF OPNCSF EFOUSÏF QBS DPMPOOF FTU
QSPDIF EF VO
'PSNBU (//
-F GPSNBU ELL 	&--QBDL
 FTTBJF EF SFOESF MF TUPDLBHF EFT EPOOÏT QMVT EFOTF -FT WFDUFVST data FU

























'ĶĴ Ƌƌ  'PSNBU ELL
$F GPSNBU QFSNFU EF TUPDLFS BTTF[ QSPQSFNFOU EFT NBUSJDFT EPOU MB EJTUSJCVUJPO EFT QPJET EF MJHOFT
FTU DPOTUBOUF 	PV QSFTRVF
 4J DFSUBJOFT MJHOFT TPOU EF USÒT HSBOE QPJET PO EFWSB BMMPVFS VO FTQBDF
NÏNPJSF CFBVDPVQ USPQ HSBOE
'PSNBU (//B5
-F GPSNBU ELL_R FTU VOF WBSJBOU EF ELL JOUSPEVJU OPUBNNFOU EBOT <7(.'ƈƑ> 0O BKPVUF VO WFDUFVS
nblig EF UBJMMF lig RVJ JOEJRVF DPNCJFO EÏMÏNFOUT OPO OVMT JM Z B QBS MJHOF 	TVQQSJNBOU BJOTJ MF SÙMF
EFT  UFSNJOBOU DIBRVF MJHOF EF ELL


















'ĶĴ Ƌƍ  'PSNBU ELL_R
'PSNBU '16
$FTU MB SFQSÏTFOUBUJPO EFOTF EFT NBUSJDFT DSFVTFT Ë OF QBT PVCMJFS
'PSNBUT ',$ PV &'6
4PJU QBS FYFNQMF
# > ֿֿ־ֿֿ׀
     
     
     
     
ׁׂׂ
ׂׂ׃ /
$F GPSNBU FTU EÏEJÏ BVYNBUSJDFT EPOU MFT WBMFVST OPO OVMMFT TPOU BMJHOÏFT TVS EFT EJBHPOBMFT -BNBUSJDF
TPVT GPSNBU DIA FTU SFQSÏTFOUÏF QBS VO WFDUFVS debut EF UBJMMF nbdiag FU VOF NBUSJDF data EF UBJMMF
nbdiag · col %BOT debut MJOEJDF  DPSSFTQPOE Ë MB EJBHPOBMF  Ë MB QSFNJÒSF TVSEJBHPOBMF ң Ë MB
QSFNJÒSF TPVTEJBHPOBMF %BOT data TF USPVWFOU MFT EJBHPOBMFT 1MVT QSÏDJTÏNFOU MB EJBHPOBMF K UFMMF
RVF debut\J^ > K FTU MB MJHOF J EF data
ƍƍ
Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV





  Ҩ Ҩ
   
   
   




'ĶĴ ƋƎ  'PSNBU DIA
'PSNBU -'6
%BOT DF GPSNBU PO DPOTJEÒSF MB NBUSJDF TPVT GPSNF ELL SBOHÏF DPMPOOF EBCPSE FU PO QFSNVUF MFT
MJHOFT QBS MPOHVFVS DSPJTTBOUF 6OF QFSNVUBUJPO perm FOSFHJTUSF DF SÏBSSBOHFNFOU EF TPSUF RVF MB
MJHOF K EBOT MB GPSNF JDS DPSSFTQPOE Ë MB MJHOF perm\K^ EBOT " 6O WFDUFVS debut FOSFHJTUSF MFT JOEJDFT
EF EÏCVU EF DPMPOOF
idcol        
debut    
data        
perm   
'ĶĴ ƋƏ  'PSNBU JDS
'PSNBU %&65
$F GPSNBU FTU TJNJMBJSF Ë CSR QBS CMPDT 4PJU S· D MB UBJMMF EF DIBRVF CMPD -F WFDUFVS debut DPOUJFOU
lig0S,  ÏMÏNFOUT EÏTJHOBOU MF EÏCVU EFT CMPDT EBOT idcol FU EBOT data 4J QPVS MB MJHOF J debut\J^ ࣎
L = debut\J , ^ BMPST data\L^ FTU MF QSFNJFS ÏMÏNFOU EV CMPD EPOU MÏMÏNFOU ), * FTU "\J, idcol\L^^
4J KBNBJT S OF EJWJTF QBT lig BMPST PO QFVU SBKPVUFS VO USJQMÏ QPVS MFT CMPDT EF UBJMMF Sᄤ · D Pá Sᄤ Ӗ lig
NPE S
'PSNBU 9%5
0OQFVU BVTTJ JNBHJOFS EFT CMPDT EF UBJMMF WBSJBCMF $FTU MF GPSNBU VBR 	WBSJBCMF CMPDL SPX
 *M B ÏUÏ JO
USPEVJU EBOT MB CJCMJPUIÒRVF 41"34,*5 *M DPOTJTUF Ë QBSUJUJPOOFS MB NBUSJDF " FO TPVT NBUSJDFT EPOU DFS
UBJOFT TPOU OVMMFT 0O DPNNFODF BWFD EFVY UBCMFBVY bcol FU browstart RVJ EÏDSJWFOU DPNNFEBOT CSR
MFT QPTJUJPOT EFT CMPDT OPO OVMT 4VS MB JF MJHOF EF CMPDT QPVS L FOUSF browstart\J^ FU browstart\J, ^
PO USPVWF VO CMPD TVS MB bcol\L^F DPMPOOF EF CMPD $FTU VO DPEBHF CSR QPVS MFT CMPDT OPO OVMT &OTVJUF
VO UBCMFBV blockid EPOOF MFT QPJOUFVST WFST MF EÏCVU EF DIBRVF CMPD EBOT " 6O UBCMFBV rowstart
QPJOUF EV EÏCVU EF DIBRVF CMPD EF MJHOFT EBOT MB NBUSJDF " UBOEJT RVF colstart DPEF MFT JOEJDFT EFT
QSFNJÒSFT DPMPOOFT %ÏDPVQPOT MB NBUSJDF " DPNNF TVJU FU JOEJRVPOT TPO TUPDLBHF 	ĕHVSF ƋƐ

" > ֿֿ־ֿֿ׀
      
      
      
      
ׁׂׂ
ׂׂ׃
browstart     
bcol      
rowstart     
colstart      
blockid       
data   < < < < < <
'ĶĴ ƋƐ  'PSNBU BCSR
3FNBSRVF *M FTU EJďDJMF EF USPVWFS VO EÏDPVQBHF PQUJNBM EBOT MF TFOT Pá MFT CMPDT TPOU MFT QMVT
EFOTFT FU MFT QMVT HSPT QPTTJCMFT PV EBOT MF TFOT Pá 4Q.7 TFSB PQUJNBMF 	<7.ƈƍ>

ƍƎ
ƋƊ *NQMBOUBUJPO EF CBTF
"VUSFT GPSNBUT
*M FYJTUF EF OPNCSFVY BVUSFT BVUSFT GPSNBUT  OPVT FO DJUPOT RVFMRVFT VOT 
 RSB 3FDVSTJWF 4QBSTF #MPDL DG <.'15Ɖƈ> 
 SKS 4LZMJOF 4UPSBHF QPVS MFT NBUSJDFT EV NÐNF OPN 
 HiSM )JFSBSDIJDBM 4QBSTF .BUSJY 	DG <47$ƈƋ>
 
 BBSM #MPDL #BTFE $PNQSFTTFE 4UPSBHF 	DG <7$4ƈƈ>
 
 EÏDPVQBHF FO TPVTNBUSJDFT TVQFSDSFVTFT 
 
%FWBOU DFUUF NVMUJUVEF EF GPSNBUT EJWFSTFNFOU VUJMJTÏT JNQMBOUÏT FU DPVSBOUT OPVT BWPOT DIPJTJT
MFT QMVT TJNQMFT FU MFT QMVT DPVSBOUT 	COO CSR ELL DIA
 MFT BVUSFT QPVWBOU HÏOÏSJRVFNFOU ÐUSF SBKPVUÏT
ėĖ *NQMBOUBUJPO EF CBTF
/PVT BMMPOT NPOUSFS DPNNFOU JOJUJBMFNFOU VOF PQÏSBUJPO 4Q.7 TVS VO BOOFBV ;ҦR; QFVU ÐUSF
JNQMBOUÏF
ėĖĕ 3FQSÏTFOUBUJPO EFT DPSQT öOJT
$PNNF EBOT MB MJCSBJSJF ''-"4 OPVT BWPOT MF DIPJY EVOF SFQSÏTFOUBUJPO DFOUSÏF PV Ë ESPJUF BJOTJ
RVF EV UZQF EF EPOOÏFT 	int32_t float double
 /PVT EFWPOT BVTTJ NJOJNJTFS MF OPNCSF EF SÏ
EVDUJPOT NPEVMBJSFT USÒT DPßUFVTFT 1BS FYFNQMF OPVT QSÏGÏSFSPOT DIBRVF GPJT RVF DFTU QPTTJCMF MB
HPS (i=0 ; i<n ; ++i){
y += a[i] * b[i] ;
y = HĭPF(y, m);
}
HPS (i=0 ; i<n ; ++i){
y += a[i] * b[i] ;
}
y = HĭPF(y, m);
'ĶĴ ƋƑ  3FUBSEFS fmod
CPVDMF EF ESPJUF Ë DFMMF EF HBVDIF EBOT MB ĕHVSF ƋƑ $FQFOEBOU MFT NBUSJDFT DSFVTFT POU FO HÏOÏSBM QFV
EÏMÏNFOUT OPO OVMT QBS MJHOF FU EPOD MF OPNCSF EBQQFMT Ë fmod TFSB TPVWFOU ÏHBM Ë MB UBJMMF EF Z EBOT
VOF SFQSÏTFOUBUJPO TUBOEBSE $F OF TFSB DFQFOEBOU QBT MF DBT QPVS MFT GPSNBUT RVJ OF QFSNFUUFOU QBT
EF QBSDPVSJS MFT MJHOFT FO VOF TFVMF USBJUF 4PJU FO FČFU .R MF OPNCSF NBYJNBM EBDDVNVMBUJPOT BWBOU
SÏEVDUJPOT 	QPVS VO UZQF EF EPOOÏF ĕYÏ
 0O FČFDUVF BMPST ֕ DO.R ֖ SÏEVDUJPOT QBS MJHOF  PO SFNBSRVFRVF DFU FOUJFS FTU ÏHBM Ë  EÒT RVF .R FTU BTTF[ HSBOE FU DO QFUJU  DFTU QBS FYFNQMF TVS EFT double FU
Q >  QPVS OJNQPSUF RVFMMF WBMFVS EF DO SBJTPOOBCMF
-BSU EVOF PQÏSBUJPO 4Q.7 SBQJEF SÏTJEF EPOD FO QBSUJF EBOT VO CPO BKVTUFNFOU EF DFT QBSBNÒUSFT
FO QMVT EVOF SFQSÏTFOUBUJPO FďDBDF %BOT MB ĕHVSF ƋƉƈ OPVT JMMVTUSPOT OPUSF QSPQPT FO DPNQBSBOU
MFT QFSGPSNBODFT EV GPSNBU ELL_R QPVS EJČÏSFOUFT UBJMMFT EBOOFBV TFMPO RVF MF UZQF EF EPOOÏFT FTU EFT
ĘPUUBOU float PV double /PVT VUJMJTPOT TFVMFNFOU VO DVS EF 1BMP"MUP!VKGFU TPO (16 -FT UFNQT
EPOOÏT TPOU MB NPZFOOF EF ƍƈ PQÏSBUJPOT 4Q.7 Pá Y FU Z TPOU HÏOÏSÏT BMÏBUPJSFNFOU TVS MF $16 FU MFT
UFNQT EF USBOTGFSU FOUSF $16(16 	IPTUEFWJDF
 TPOU UFOVT FO DPNQUF -FT NFTVSFT TPOU FO NJMMJPOT
EPQÏSBUJPOT QBS TFDPOEF FU VOF PQÏSBUJPO 4Q.7 SFRVJFSU  · nbnz PQÏSBUJPOT
-FT NBUSJDFT Ɗ VUJMJTÏFT TPOU QSÏTFOUÏFT EBOT MF UBCMFBV ƋƉ -FT WJHOFUUFT TPOU DSÏÏFT BWFD MFYÏDV
UBCMF smf2png EJTQPOJCMF TVS http://ljk.imag.fr/membres/Brice.Boyer/progs/smf2png.tar.gz
FU BWFD MB TVJUF MJCSF JNBHFNBHJDL QPVS FYBHÏSFS MFT EFOTJUÏT FO SFESFTTBOU MIJTUPHSBNNF
	convert $i -equalize $i
 -B EFOTJUÏ EF SPVHF SFQSÏTFOUF MB EFOTJUÏ EFT  UBOEJT RVF MF CMFV
SFQSÏTFOUF MB EFOTJUÏ EFT BVUSFT FOUSÏFT OPO OVMMFT
Ɗ  NBUSJDFT EJTQPOJCMFT TVS http://www-ljk.imag.fr/membres/Jean-Guillaume.Dumas/simc.html
ƍƏ
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'ĶĴ ƋƉƈ  $PNQBSBJTPO EFT QFSGPSNBODFT FOUSF float FU double QPVS EJČÏSFOUFT UBJMMFT EF ;0N; TVS VO
$16 	FO IBVU




/PVT DPOTUBUPOT VOF DIVUF EF QFSGPSNBODF TJHOJĕDBUJWF QPVS MFT PQÏSBUJPOT TVS MFT ĘPUUBOUT double
TVS DF (16%BOT MF DBT UBOHFOU 	HSPT OPNCSF QSFNJFS QFUJU UZQF EF EPOOÏFT
 MF (16OF UJSF QBT BVUBOU
Ë QSPĕU EV GPSNBU EF EPOOÏFT QMVT HSBOE 	double
 BVUBOU RVF MF $16 /PVT TPVQÎPOOPOT FO PVUSF RVF
MB QBSBMMÏMJTBUJPO NBTTJWF TVS MF (16 DBDIF MF DPßU EF MPQÏSBUJPO fmod
/PUF  4BVG NFOUJPO DPOUSBJSF EBOT MF SFTUF EF DF DIBQJUSF MFT UBCMFBVY TFSPOU DSÏÏT BWFD EFT float
R >  FU MB SFQSÏTFOUBUJPO DMBTTJRVF
ėĖĖ "EBQUFS MFT CJCMJPUIÒRVFT OVNÏSJRVFT
6OF BQQSPDIF UZQF ''-"4 DPOTJTUF Ë VUJMJTFS EFT SPVUJOFT OVNÏSJRVFT DMBTTJRVFT 1BS FYFNQMF OPVT
QSPQPTPOT MF QTFVEPDPEF ƋƉ TVJWBOU QPVS JMMVTUSFS DPNNFOU HÏOÏSJRVFNFOU VOF PQÏSBUJPO 4Q.7 QFVU
ÐUSF FČFDUVÏF TVS VO BOOFBV ;ҦN; FO VUJMJTBOU EFT SPVUJOFT OVNÏSJRVFT
TQĭW(y, A, x){
HPSGCEJ submatrix Ai KO A FP {




$PEF ƋƉ  6UJMJTBUJPO EF SPVUJOFT OVNÏSJRVFT
-B EJďDVMUÏ QSPWJFOU EF DSÏFS PV EFYUSBJSF GBDJMFNFOU VOF TPVTNBUSJDF EVOF NBUSJDF DSFVTF QSP
CMÒNF RVJ OFYJTUF QBT EBOT MF DBT EFOTF 4VQQPTPOT RVF MPO QVJTTF FČFDUVFS C BDDVNVMBUJPOT TVS Z\J^
BWBOU SÏEVDUJPO 4VQQPTPOT BVTTJ RVF MB MJHOF J EF " DPOUJFOOF SJ ÏMÏNFOUT OPO OVMT "MPST PO EPJU
EÏDPVQFS DFUUF MJHOF FOUSF ฝ SJC พNBUSJDFT 0O QFVU BNÏMJPSFS DFUUF UFDIOJRVF BWFD VOF NBKPSBUJPO QMVT
ĕOF DBS MFT DPFďDJFOUT EF MB NBUSJDF TPOU DPOOVT BV NPNFOU EV EÏDPVQBHF FO TPVTNBUSJDFT  MB CPSOF
QFVU EPOD EÏQFOESF EF DFT DPFďDJFOUT %ÏDPVQPOT MB MJHOF J FO VOF VOJPO EJTKPJOUF EF ϨJ FOTFNCMFT
4J,L 4PJU Ϫ MF QMVT HSBOE ÏMÏNFOU SFQSÏTFOUBCMF FO WBMFVS BCTPMVF 	FO HÏOÏSBM R PV ֕R0֖
 1PVS UPVU J, L
PO EFNBOEF RVFҢϟҙ4J,L }ϟ} Ϫ = . FU DSÏPOT NBY)ϨJ* TPVTNBUSJDFT 'JOBMFNFOU OPVT QPVWPOT VUJMJTFS MFT CJCMJPUIÒRVFT OVNÏSJRVFT TVS DFT TPVTNBUSJDFT 4VS MF $16 EFT SPVUJOFT OVNÏSJRVFT POU ÏUÏ
JNQMÏNFOUÏFT QPVS DIBRVF GPSNBU UBOEJT RVF TVS MF (16 OPVT BWPOT BEBQUÏ MFT SPVUJOFT EF <#(ƈƑ>
ėĖė 6UJMJTBUJPO E0QFO.1
-B TJNQMJDJUÏ EF MJOUFSGBDF E0QFO.1 	TJNQMFT BOOPUBUJPOT QSÏQSPDFTTFVS #pragma omp
 OPVT B
QFSNJT EF QBSBMMÏMJTFS SBQJEFNFOU OPUSF DPEF TVS $16 $FUUF UFDIOJRVF B EPOOÏ EF CPOOFT QFSGPS
NBODFT DPNNF NPOUSÏ EBOT MB ĕHVSF ƋƉƉ $PNNF PO QFVU MF DPOTUBUFS 0QFO.1 OPVT QFSNFU VO
HBJO EF QFSGPSNBODFT EVO GBDUFVS QSFTRVF / 	Pá / FTU MF OPNCSF EF DVST EJTQPOJCMFT

ėė /PVWFBVY GPSNBUT
® QBSU COO UPVT MFT GPSNBUT JNQMÏNFOUÏT QSÏTFOUFOU VO QBSBMMÏMJTNF BV OJWFBV EFT MJHOFT -F DBT
COO OFTU QBT ÏWJEFOU Ë QBSBMMÏMJTFS FU FTU HÏOÏSBMFNFOU CFBVDPVQ QMVT MFOU -FT QFSGPSNBODFT FO NPEF
QBSBMMÒMF EFT BVUSFT GPSNBUT EÏQFOEFOU EF MB MPOHVFVS EFT MJHOFT FU EF MB SÏHVMBSJUÏ EFT EPOOÏFT 1BS
FYFNQMF EFT MJHOFT EF UBJMMFT EJTQBSBUFT TVS VO (16 MBJTTFOU EF OPNCSFVY ĕMT JOBDUJGT 	JEMF
 DF RVJM
GBVU ÏWJUFS
1MVTJFVST TPMVUJPOT FYJTUFOU  MBQQSPDIF WFDUPSJFMMF EF #FMM FU BM DPOTJTUF Ë EÏDPVQFS MFT MJHOFT FO
NPSDFBVY QMVT DPVSUT FU MFT SÏEVJSF 	HBUIFSTDBUUFS
 PV MF SÏBSSBOHFNFOU EFT MJHOFT QBS QPJET EÏDSPJT
TBOUT BWFD EFT QFSNVUBUJPOT EF MJHOFT 	EBOT DF DBT VOF EJTUSJCVUJPO FO QVJTTBODF QBS FYFNQMF OF NBS
DIFSB QBT

-PSTRVF MFT MJHOFT TPOU EF UBJMMFT TFOTJCMFNFOU ÏHBMFT MF GPSNBU ELL SÏQPOE USÒT CJFO BV QSPCMÒNF
EV QBSBMMÏMJTNF -F DBT EFT MJHOFT EF QPJET QSPDIF EF D TF SFUSPVWF USÒT GSÏRVFNNFOU FO QSBUJRVF 0O
ƍƑ
Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV
5Įį ƋƉ  1SPĕM EFT NBUSJDFT DSFVTFT
OBNF lig col nbnz SBOH QSPĕM
NBUƉƑƉƎ ƉƑƉƎ ƉƑƉƎ ƉƑƍƑƐƍ ƉƑƉƎ
CJCE@ƐƉ@Ƌ ƋƊƌƈ ƐƍƋƊƈ ƊƍƍƑƎƈ ƋƊƌƈ
&9ƍ Ǝƍƌƍ Ǝƍƌƍ ƊƑƍƎƐƈ ƌƏƌƈ
(-ƏEƉƍ ƌƎƈƊƎƉ ƉƏƉƋƏƍ ƎƈƐƈƋƐƉ ƉƋƊƈƌ






























'ĶĴ ƋƉƉ  'PSNBU CSR QBSBMMÏMJTÏ QBS 0QFO.1 BWFD / DVST TVS 1BMP"MUP!VKG FU TVS +PSBO!JNBH
QFVU BVTTJ DPVSBNNFOU NPEÏMJTFS EFT NBUSJDFT DSFVTFT QBS VOF EJTUSJCVUJPO EF QPJET EF UZQF D , SJ
BWFD D DPOTUBOU FU SJ USÒT WBSJBCMF "MPST DPNNF JOUSPEVJU EBOT QBS FYFNQMF <#(ƈƑ> PO QFVU QBSUBHFS
MB NBUSJDF " FO VOF TPNNF EF NBUSJDFT BWFD VOF QBSUJF EFOTF 	DPSSFTQPOEBOU Ë D
 TPVT GPSNBU ELL FU
MBVUSF 	SJ
 TPVT GPSNBU COO *MT OPNNFOU HYB MF GPSNBU BJOTJ DSÏÏ
&OĕO VO BVUSF QBSBMMÏMJTNF DPSSFTQPOE BV EÏDPVQBHF EF MB NBUSJDF " FO TPVTNBUSJDFT QBS CMPDT
EF MJHOFT FU EF MFT USBJUFS FO QBSBMMÒMF
%BVUSF QBSU OPVT EFWPOT HBSEFS Ë MFTQSJU RVF DFUUF CJCMJPUIÒRVF FTU QFOTÏF QPVS VOF VUJMJTBUJPO EF
UZQF CPÔUF OPJSF FU EPOD JM Z B VO ÏRVJMJCSF Ë USPVWFS FOUSF MF UFNQT QBTTÏ TVS MPQUJNJTBUJPO EF MB NBUSJDF
FU DFMVJ QBTTÏ EBOT 4Q.7  DG MB MJCSBJSJF JOUSPTQFDUJWF 0TLJ &O QBSUJDVMJFS EBVUSFT QSÏUSBJUFNFOUT
JODMVFOU VO SÏPSEPOOBODFNFOU EFT MJHOFTDPMPOOFT QPVS DSÏFS EFT QBSUJFT QMVT EFOTFT FYUSBJSF EFT
QBSUJFT USÒT TUSVDUVSÏFT DIPJTJS MF GPSNBU MF QMVT SBQJEF EÏDPVQFS MB NBUSJDF FO TPVTNBUSJDFT QMVT FG
ĕDBDFT 	<7.ƈƍ 54ƈƎ>
 1BS FYFNQMF EBOT 0TLJ TJ MF OPNCSF EF 4Q.7 BUUFOEV FTU USÒT HSBOE VOF
NFJMMFVSF PQUJNJTBUJPO EF MB NBUSJDF TFSB FČFDUVÏF  FO DPVST EF SPVUF VO SFUPVS TVS MFT TUBUJTUJRVFT EFT
QSÏDÏEFOUT BQQFMT QFSNFU BVTTJ TJM SFTUF EV DIFNJO EF SÏPQUJNJTFS MB NBUSJDF
ėėĕ 1SFNJFS FTTBJ  DPNQJMBUJPO Ë MB WPMÏF 	+*5

6OF BQQSPDIF UPVU Ë GBJU EJČÏSFOUF QPVS BNÏMJPSFS 4Q.7 TVS VOF NBUSJDF EPOOÏF B ÏUÏ EF DPEFS
DFUUF PQÏSBUJPO EBOT VOF CJCMJPUIÒRVF EZOBNJRVF /PVT MJTPOT MF ĕDIJFS EF MB NBUSJDF FU DSÏPOT VO
matname.cpp RVJ BQQMJRVF DFUUF NBUSJDF TVS VO WFDUFVS 1BS FYFNQMF MPQÏSBUJPO Z Ъ Z," Y TVS MB
NBUSJDF ම  ඹ EFWJFOESBJU 	TJ R > 
 MF DPEF ƋƊ
// matname.cpp :
GYUGSO ŏCŏ {
WPKF spmv(HNPCU * y, EPOTU HNPCU * x) {
y[0] += 2*x[0] ;
ƍ y[0] += x[1] ;
y[0] = fmod(y[0],27);
y[1] += 3*x[1] ;
y[1] = fmod(y[1],27);
}
Ɖƈ } // extern C
$PEF ƋƊ  $PNQJMBUJPO EVOF NBUSJDF DSFVTF
ƎƉ
Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV
user$ g++ -TJCSGF -fPIC -o matname.so matname.cpp
$PEF ƋƋ  $PNQJMBUJPO EF NBUSJDF FO MJCSBJSJF EZOBNJRVF
"MPST PO DPNQJMF DF ĕDIJFS TPVSDF FO VOF MJCSBJSJF EZOBNJRVF 	DPEF ƋƋ
 &U ĕOBMFNFOU OPVT VUJMJ
TPOT dlopen QPVS BDDÏEFS Ë TFT GPODUJPOT 	DPEF Ƌƌ
/PVT BWPOT BVTTJ JNQMÏNFOUÏ DFUUF UFDIOJRVF TVS
(16 OPVT VUJMJTPOT BMPST MF DPEF Ƌƍ
WPKF * spmv_jit_lib ;
//...
spmv_jit_lib = FNPQGO(lib.c\_str(), RTLD\_LAZY);
$PEF Ƌƌ  6UJMJTBUJPO EF MB NBUSJDF EBOT MB MJCSBJSJF EZOBNJRVF
user$ nvcc --TJCSGF -Xcompiler ŏ-fPIC -Wŏ -O0 -lcudart -o matname.so -TJCSGF
matname.cu
$PEF Ƌƍ  $PNQJMBUJPO EVOF NBUSJDF TVS (16
$PNNF PO QFVU MF WPJS EBOT DFU FYFNQMF PO QFVU JNQMÏNFOUFS EJWFSTFT PQUJNJTBUJPOT EJSFDUFNFOU
EBOT MF .cpp /PUBNNFOU PO QFVU SFQMBDFS MFT  QBS EFT BEEJUJPOTTPVTUSBDUJPOT
$FQFOEBOU MFT HSPTTFT NBUSJDFT QSFOOFOU CFBVDPVQ EF UFNQT Ë DPNQJMFS NÐNF BWFD EFT PQUJPOT
EF DPNQJMBUJPOT -Ox USÒT CBTTFT PV NÐNF TJ MPO EÏDPVQF MB NBUSJDF FO QFUJUFT NBUSJDFT 	QMVT TJNQMFT
Ë DPNQJMFS
 $FTU BWFD DFUUF EFSOJÒSF NÏUIPEF TFVMFNFOU RVF MPO QFVU DPNQJMFS bibd_81_3 NBJT DFMB
QSFOE ƎƋT TVS VO *OUFM 9FPO 6OF GPJT DPNQJMÏF MB WFSTJPO $16 OF UPVSOF RVË ƎƊƈ .ĘPQT DF RVJ FTU
SBJTPOOBCMFNFOU SBQJEF NBJT QBT VUJMJTBCMF OJ DPNQÏUJUJG
$FUUF JEÏF OBWBJU QBT QSJT FO DPNQUF MB QSFTTJPO TVS MF DBDIF EJOTUSVDUJPOT FU VOF CBOEF QBTTBOUF
EV $16 QPTTJCMFNFOU USÒT MJNJUÏF $FQFOEBOU DFMB B QSPEVJU MJEÏF TVJWBOUF QPVS EF OPVWFBVY GPSNBUT
EF EPOOÏFT
ėėĖ 1SJTF FO DPNQUF EFT
-PCTFSWBUJPO QSÏDÏEFOUF TVS MPQUJNJTBUJPO EFT PQÏSBUJPOT MPST EV +*5 FU MB SFNBSRVF EV GBJU RVF
CFBVDPVQ EF NBUSJDFT FOUJÒSFT RVJ QSPWJFOOFOU EF EJWFSTFT BQQMJDBUJPOT POU VO HSBOE OPNCSF EF ' B
BUUJSÏ OPUSF BUUFOUJPO TVS DF DBT QBSUJDVMJFS &O PVUSF FO NPZFOOF 0)Rң * ÏMÏNFOUT TPOU EFT ' QPVS
VOF EJTUSJCVUJPO BMÏBUPJSF EFT FOUSÏFT OPO OVMMFT 4VS VO QFUJU DPSQT DFUUF RVBOUJUÏ FTU OPO OÏHMJHFBCMF
/PVT FYUSBZPOT EPOD EFVY NBUSJDFT DPSSFTQPOEBOU BVY ң FU , FU SFNQMBÎPOT MFT NVMUJQMJDBUJPOT
QBS EFT TPVTUSBDUJPOT FU BEEJUJPOT EBOT OPT SFQSÏTFOUBUJPOT CJFO NPJOT DPßUFVTFT FO FTQBDF &O FČFU
MF DIBNQ data EF OPNCSFVY GPSNBUT 	TBVG ELL DIA
 QFVWFOU ÐUSF PNJT DBS PO TBJU RVJMT DPSSFTQPOEFOU
VOJRVFNFOU Ë MB WBMFVSң PV, 'JOBMFNFOU GBJSF EFT BEEJUJPOTTPVTUSBDUJPOT BV MJFV EFT axpy QFSNFU
EF SFUBSEFS TJHOJĕDBUJWFNFOU QMVT MPJO EFT SÏEVDUJPOT
-B ĕHVSF ƋƉƊNPOUSF VO HBJO TJHOJĕDBUJG EF QFSGPSNBODFT MPSTRVF MPO TJOHVMBSJTF MFT 	OPUÏT EBOT
MB MÏHFOEF AƉ QBS PQQPTJUJPO BVY SPVUJOFT FU GPSNBUT TUBOEBSET OPUÏT NVM
 1SÏDJTPOT VO JOTUBOU MFT
SFNBSRVFT WJTVFMMFT RVF MPO QFVU GBJSF TVS MB TUSVDUVSF EF DFT NBUSJDFT EBQSÒT MF UBCMFBV ƋƉ -B NBUSJDF
GL7d15 DPNQUF QSÒT EF NPJUJÏNPJUJÏ EF  FU EF ң MFT NBUSJDFT bibd_81_3 FU EX5 OPOU RVF EFT  FU
ƍƍŰ EFT DPFďDJFOUT OPO OVMT EF mat1916 TPOU EFT 
*M FYJTUF DFQFOEBOU EFVY QSPCMÒNFTNBKFVST MJÏT Ë MB TÏHSÏHBUJPO EFT %VOF QBSU Ë OPUSF DPOOBJT
TBODF JM OFYJTUF QBT EF MJCSBJSJF TQÏDJBMJTÏF EBOT DF EPNBJOF /PVT BWPOT NPEJĕÏ TQÏDJBMFNFOU MFT SPV
UJOFT OVNÏSJRVFT JNQMBOUÏFT TVS $16 FU (16 QPVS TBEBQUFS Ë DFT OPVWFBVY GPSNBUT QPVS MFT 





















'ĶĴ ƋƉƊ  "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT TVS 1BMP"MUP!VKGTFMPO RVF MPO TÏQBSF PV OPO MFT   GPSNBU CSR
$FUUF EFSOJÒSF ÏWFOUVBMJUÏ OFTU DFQFOEBOU QBT VO BSHVNFOU RVJ EPJU OPVT SÏGSÏOFS EBOT MB TÏQBSBUJPO
EFT  EF MB NBUSJDF JOJUJBMF
ėėė 3FUPVS TVS MFT GPSNBUT EF CBTF
$PNNF ÏWPRVÏ QSÏDÏEFNNFOU MB NBUSJDF " QFVU ÐUSF EÏDPVQÏF FO TPVTNBUSJDFT RVJ BVSBJFOU VO
GPSNBU TQÏDJBM FU RVJ QPVSSBJFOU ÐUSF USBJUÏFT EJČÏSFNNFOU 1BS FYFNQMF PO QFVU MFT EÏDPVQFS QBS MJHOFT
FU MFT EJTUSJCVFS QPVS EV QBSBMMÏMJTNF FO CMPDT EF MJHOFT FUPV EFT EÏDPVQFS TFMPO MFT DPMPOOFT EBOT MF DBT
EF MB SÏEVDUJPO SFUBSEÏF 	DPEF ƋƉ
 $FMB DSÏF 	QPTTJCMFNFOU
 CFBVDPVQ EF NBUSJDFT DSFVTFT Ë PQUJNJTFS
JOEJWJEVFMMFNFOU
5PVU EBCPSE MF GPSNBU COO FTU MFOU Ë DBVTF EFT USPQ OPNCSFVY BQQFMT Ë fmod 4FVMFNFOU EBOT MFT
DBT FYUSÐNFNFOU DSFVY FTUJM VUJMJTBCMF -F GPSNBU CSR FTU QMVT EFOTF FU QFVU QFSNFUUSF MB SÏEVDUJPO SF
UBSEÏF NBJT JM GBVU TBTTVSFS RVF MFT MJHOFT TPOU CJFO ÏRVJMJCSÏFT BWBOU EF QBSBMMÏMJTFS 	TVSUPVU TVS (16

-FT GPSNBUT ELL TPOU USÒT FďDBDFT TVS MFT NBUSJDFT RVJ POU VO QPJET EF MJHOFT Ë QFV QSÒT DPOTUBOU
6OF EJČÏSFODF EBSDIJUFDUVSF $16(16 SFOE ELL QMVT QFSGPSNBOU j DPMPOOF EBCPSE x TVS MF (16
	NFJMMFVS DPBMFTDJOH
 FU j MJHOF EBCPSE x TVS MF $16 	NFJMMFVSF VUJMJTBUJPO EV DBDIF
 -B ĕHVSF ƋƉƋ TVJ
WBOUF DPOĕSNF TVS bibd_81_3 DFUUF PCTFSWBUJPO -FT DIJČSFT TPOU OPSNBMJTÏT QPVS RVF CSR TPJU Ɖ TVS


























'ĶĴ ƋƉƋ  $PNQBSBJTPO EFT QFSGPSNBODFT EFT EJWFST GPSNBUT EF TUPDLBHF QPVS bibd_81_3 TVS
1BMP"MUP!VKGFOUSF $16 FU (16  MB SÏGÏSFODF FTU CSR TVS DIBRVF BSDIJUFDUVSF
ƎƋ
Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV
ėėĘ 'PSNBUT IZCSJEFT
-FT QPJOUT GPSUT EFT EJČÏSFOUT GPSNBUT EF TUPDLBHF OPVT FOUSBÔOFOU Ë MFT DPNCJOFS FOUSF FVY QPVS
UJSFS BWBOUBHF EF DIBDVO EFOUSF FVY 1MVT QSÏDJTÏNFOU OPVT EJWJTPOT OPUSF NBUSJDF FO EFVY TPVT
NBUSJDFT PV QMVT QPVS DIBDVOF EFTRVFMMFT OPVT DIPJTJTTPOT VO GPSNBU BEBQUÏ %FT GPSNBUT IZCSJEFT
UFMT ELL(_R)+COO PV ELL(_R)+CRS EPOOFOU BMPST EF CPOOFT QFSGPSNBODFT DPNNF OPVT MF NPOUSPOT
EBOT MB TPVTTFDUJPO TVJWBOUF
2VBOE MF GPSNBU ELL FTU FYUSBJU EVOF NBUSJDF EPOU MFT MJHOFT TPOU EF QPJET TFNCMBCMFT CFBVDPVQ
EF MJHOFT QFVWFOU ÐUSF MBJTTÏFT WJEFT 1PVS ÏWJUFS MFT SÏQÏUJUJPOT DPSSFTQPOEBOU BVY MJHOFT WJEFT EBOT
MF DIBNQ debut EV GPSNBU CSR OPVT DSÏPOT BMPST VO OPVWFBV GPSNBU OPNNÏ COO_S 1SBUJRVFNFOU
DFTU VO GPSNBU CBTÏ TVS CSR NBJT BWFD EFT QPJOUFVST TFVMFNFOU TVS MFT MJHOFT OPO WJEFT  DFMB QFSNFU
VOF CPOOF DPNQSFTTJPO EFT JOGPSNBUJPOT EF MJHOFT DPNQBSÏ BVY GPSNBUT COO PV CSR UPVU FO HBSEBOU
VOF TUSVDUVSF CSR TVS MFT MJHOFT OPO WJEFT -F GPSNBU COO_S QPTTÒEF EFT DIBNQT data idcol DPNNF
CSR FU COO -F OPNCSF idlig\L^ DPSSFTQPOE Ë MB LF MJHOF OPO WJEF RVJ DPNNFODF EBOT data FU idcol
Ë debut\L^ /PVT OPUPOT RVF DF GPSNBU QPVSSBJU ÐUSF PNJT TJ OPVT PSEPOOJPOT QSÏBMBCMFNFOU MFT MJHOFT
QBS QPJET DSPJTTBOUT QBS FYFNQMF /PVT EPOOPOT FO FYFNQMF MB ĕHVSF ƋƉƌ FO SFQSFOBOU MB NBUSJDF "
EF MB TFDUJPO ƋƉ
idlig   
debut    
idcol        
data        
'ĶĴ ƋƉƌ  'PSNBU COO_S
ėėę "MHPSJUINF IFVSJTUJRVF QPVS MF DIPJY EFT GPSNBUT
5PVUFT MFT SFNBSRVFT QSÏDÏEFOUFT NPOUSFOU VOF HSBOEF DPNQMFYJUÏ FU VOF EJWFSTJUÏ EBOT MFT NB
OJÒSFT EF EÏDPVQFSPSEPOOFS MFT NBUSJDFT /PVT BWPOT JNQMÏNFOUÏ VO BMHPSJUINF IFVSJTUJRVF RVJ QFS
NFU EBJEFS Ë DF DIPJY -VUJMJTBUFVS QFVU BVTTJ GPSDFSBJEFS MBMHPSJUINF EBOT TFT DIPJY -BMHPSJUINF
FTTBJF EF USPVWFS QPVS DIBRVF TPVT NBUSJDF 	 HÏOÏSBMF
 VO GPSNBU FďDBDF -FďDBDJUÏ EVO GPSNBU
FTU DIPJTJ Ë MB DPNQJMBUJPO TFMPO MBSDIJUFDUVSF
-IZCSJEJTBUJPO FTU GBJUF DPNNF TVJU 4J MB NBUSJDF FTU QFUJUF OPVT DIPJTJTTPOT CSR 4JOPO TJ MFT MJHOFT
TPOU Ë QFV QSÒT EF NÐNF UBJMMF PO DIPJTJU ELL PV ELL_R TFMPO MB SÏHVMBSJUÏ -F SFTUF EF MB NBUSJDF FTU
NJT TPVT MF GPSNBU CSR COO PV COO_S TFMPO MF OPNCSF EF MJHOFT WJEFT FU MF OPNCSF EÏMÏNFOUT OPO OVMT
SFTUBOUT -FT QBSBNÒUSFT RVJ EÏDJEFOU EV NPNFOU Pá EÏDPVQFS MFT  FUPV MFT ң TPOU DIPJTJT TFMPO MFT
BSDIJUFDUVSFT EF NÐNF RVF MFT NFJMMFVSFT UBJMMFT QPVS MFT NBUSJDFT ELL ELL_R $FT SÏHMBHFT 	UVOJOH

TPOU EÏĕOJT NBOVFMMFNFOU Ë MB DPNQJMBUJPO EF MB CJCMJPUIÒRVF
-FT SÏTVMUBUT EPOOÏT EBOT MB ĕHVSF ƋƉƍ NPOUSFOU RVF DFUUF IFVSJTUJRVF EPOOF TPVWFOU EFT QFSGPS
NBODFT BV NPJOT ÏHBMFT TJOPO NFJMMFVSFT RVF MFT GPSNBUT TJNQMFT TVS $16 FU (16
ėĘ 7FSTJPO JUÏSBUJWFT FU QBS CMPDT EF WFDUFVST
/PVT BWPOT KVTRVË QSÏTFOU JOUSPEVJU EF OPVWFBVY GPSNBUT FO UJSBOU QBSUJ EFT QSPQSJÏUÏT EFT NB
USJDFT /PUSF DBESF FTU DFSUFT DFMVJ EVOF PQÏSBUJPO 4Q.7 QFSGPSNBOUF NBJT BVTTJ EVOF PQÏSBUJPO 4Q.7
VUJMJTBCMF EBOT OPT BMHPSJUINFT j CPÔUF OPJSF x /PVT EFWPOT EPOD ÐUSF FďDBDFT TVS VO HSBOE OPNCSF
EJUÏSBUJPOT EF 4Q.7 	TVS VOF NÐNF NBUSJDF DSFVTF EPOD QBS FYFNQMF MB DSÏBUJPO EVO FTQBDF EF ,SZ
MPW
 NBJT BVTTJ TVS EFT CMPDT EF WFDUFVST 	BMHPSJUINFT QBS CMPDT
 $FTU DF RVF OPVT OPVT BUUBDIPOT Ë
SÏBMJTFS NBJOUFOBOU
Ǝƌ























'ĶĴ ƋƉƍ  "DDÏMÏSBUJPO EV GPSNBU BVUPHÏOÏSÏ QBS SBQQPSU Ë CSR TVS $16 FU (16
ėĘĕ 6UJMJTFS MFT NVMUJWFDUFVST
/PVT BWPOT EÏDSJU MPQÏSBUJPO 4Q.7QPVS Z Ъ " YPá Y FU Z TPOU EFT WFDUFVST/PVT BWPOT BVTTJ CFTPJO
EV DBT Pá Y FU Z TPOU EFT NVMUJWFDUFVST DFTUËEJSF EFT NBUSJDFT EFOTFT BWFD USÒT QFV EF DPMPOOFT
$FTU OÏDFTTBJSF FO QBSUJDVMJFS EBOT MFT BMHPSJUINFT QBS CMPDT *M FYJTUF BV NPJOT EFVY NBOJÒSFT EF MFT
SFQSÏTFOUFS  MJHOF PV DPMPOOF EBCPSE %BOT MF DBT MJHOF EBCPSE OPVT QPVWPOT VUJMJTFS 4Q.7 QMVTJFVST
GPJT 	FU BMJHOFS MFT WFDUFVST
 %BOT MF DBT DPMPOOF EBCPSE OPVT EFWPOT ÏDSJSF Ƌ EFT WFSTJPOT EÏEJÏFT FU
FTTBZFS EF GBJSF CPO VTBHF EV DBDIFEF MB SÏVUJMJTBUJPO EFT EPOOÏFT &O FČFU EBOT DF DBT PO OF USBWFSTF




































'ĶĴ ƋƉƎ  "DDÏMÏSBUJPO EF 4Q.7 TVS 1BMP"MUP!VKGFOUSF $16 	HBVDIF
 FU (16 	ESPJUF
 QPVS MFT
NVMUJWFDUFVST DPMPOOF EBCPSE BWFD    FU  WFDUFVST  GPSNBU ELL_R
MVUJMJTBUJPO TVS MF $16 EFT WFDUFVST DPMPOOF EBCPSE SFQSÏTFOUFOU VO HBJO OPO OÏHMJHFBCMF EF WJUFTTF
"V DPOUSBJSF TVS MF (16 MJNQMÏNFOUBUJPO OF QFSNFU QBT EFT UBJMMFT EF CMPD TVQÏSJFVSFT Ë Ɛ /PVT
TPVQÎPOOPOT RVF MF QSPCMÒNF OF WJFOOF EVOF NBVWBJTF VUJMJTBUJPO EF MB NÏNPJSF MPDBMF %F QMVT MFT
USÒT HSPTTFT NBUSJDFT DPNNFODFOU Ë BUUFJOESF MFT MJNJUFT EF NÏNPJSF FNCBSRVÏFT TVS MF (16 VUJMJTÏ
ėĘĖ 1FSGPSNBODF FU QSPCMÒNFT
5PVU EBCPSE OPVT GBJTPOT RVFMRVFT SFNBSRVFT HÏOÏSBMFT TVS MPQUJNJTBUJPO EVO BQQFM Ë 4Q.7 TVS
(16 -F LJU $VEB OF QFSNFUUBJU QBT BMPST EFT USBOTGFSUT BTZODISPOFT USBOTQBSFOUT FOUSF IPTU FU EFWJDF
RVJ BVSBJFOU QFSNJT EF NBTRVFS RVFMRVFT UFNQT EF USBOTGFSUT OPUBNNFOU MPST EF MFOWPJ TVS (16 EFT
EJWFSTFT TPVTNBUSJDFT FU MPST EF MB SÏDFQUJPO EFT WFDUFVST 1BS DPOUSF OPVT BWPOT FV MB QPTTJCJMJUÏ EF
Ƌ  PV QSPĕUFS EFT PQÏSBUJPOT SpMM 	NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDF DSFVTFoNBUSJDF EFOTF
 RVF DFSUBJOFT MJCSBJSJFT JNQMBOUFOU
Ǝƍ
Ƌ 1SÏTFOUBUJPO EF òTQNWHQV
NFUUSF FO HÏOÏSBM MF WFDUFVS Y EBOT VOF NÏNPJSF UFYUVSÏF EF GBÎPO Ë DBDIFS MFT BDDÒT OPO SÏHVMJFST
/PVT BWPOT BVTTJ Eß GBJSF USÒT BUUFOUJPO Ë MB QSFTTJPO TVS MB NÏNPJSF MPDBMF 	OF QBT USPQ MB SFNQMJS MFT
UBJMMFT QIZTJRVFT OÏUBOU QBT DPOOVFT BMPST
 FU Ë MB QSFTTJPO TVS MF OPNCSF EF UISFBET 	$VEB QSÏGÒSF ÐUSF
TBUVSÏNBJT JM TBWÒSF RVF MFT HSJMMFT PV CMPDT EF UISFBETOF EPJWFOU QBT ÐUSF EF OJNQPSUF RVFMMF UBJMMF  DFMB
EÏQFOE EF MB DBSUF FU EPJU ÐUSF EÏĕOJ QBS UÉUPOOFNFOUT UPVUFT MFT DBSBDUÏSJTUJRVFT OÏUBOU QBT DPOOVFT

-PQUJNJTBUJPO TVS (16 EVO TFVM BQQFM Ë 4Q.7 EV QPJOU EF WVF EV IPTU FTU TVSUPVU USÒT MFOU EV
GBJU EV USBOTGFSU EFT WFDUFVSTNBUSJDFT EFWFST MB DBSUF 	EFWJDF
 %BOT MB ĕHVSF ƋƉƏ OPVT JMMVTUSPOT DF
QSPCMÒNF QBS MF DBMDVM EF Z Ъ "O Y PV EF MB TVJUF ඾"JY඿JҙJ,NK RVJ TPOU VUJMJTÏT EBOT MFT UFDIOJRVFTCPÔUF OPJSF -FT EFVY QTFVEPDPEFT VUJMJTÏT TPOU QSÏTFOUÏT EBOT MF DPEF ƋƎ




ƍ HPS (i=0 ; i<n ;++i) {
y_d = A_d * x_d ; // spmv sur GPU




WPKF n_spmv(y, A, x, n){
A_d = copy_on_gpu(A);
HPS (i=0 ; i<n ;++i) {
y_d = copy_on_gpu(y_i);
Ɖƍ x_d = copy_on_gpu(x_i);
y_d = A_d * x_d ; // spmv sur le GPU
}
}
$PEF ƋƎ  1TFVEPDPEF QPVS Z Ъ "OY FU O SÏQÏUJUJPOT EF ZЪ "Y TVS MF (16 BWFD Y HÏOÏSÏ BMÏBUPJSFNFOU TVS
$16
$PNNF BUUFOEV MB ĕHVSF ƋƉƏ NPOUSF DMBJSFNFOU RVJM GBVU MJNJUFS MFT USBOTGFSUT $16(16 .ÐNF


























'ĶĴ ƋƉƏ  "DDÏMÏSBUJPO TVS (16 	1BMP"MUP!VKG




DMVFOU UPVT MFT UFNQT EF USBOTGFSUT EFWFST MF (16 QPVS DIBRVF PQÏSBUJPO 4Q.7 
ėę 1SPMPOHFNFOUT
/PVT BWPOT EPOD JNQMBOUÏ VO QSPEVJU NBUSJDF DSFVTFoWFDUFVS EFOTF SBQJEF TVS BSDIJUFDUVSFT NVMUJ
DVST FU (16 /PVT BWPOT ÏUÏ MJNJUÏT QBS MFT QPTTJCJMJUÏT EF $VEB 	RVJ Ë MÏQPRVF OÏUBJU RVVO USÒT ĕOF
TVSDPVDIF EV $
 6O BVUSF JODPOWÏOJFOU GVU MJNQPTTJCJMJUÏ EVUJMJTFS0QFO.1 TVS MF IPTU QFOEBOU RVF
$VEB GBJTBJU VOF QBSUJF EFT DBMDVMT *M OÏUBJU BVTTJ 	MPHJDJFMMFNFOU
 QBT QPTTJCMF EF GBJSF EVNVMUJ(16 -B
HFTUJPO EF MB NÏNPJSF MPDBMF FU EFT OPNCSFT EF ĕMT OB QBT ÏUÏ BJTÏF FU DFMB B Eß ÐUSF UPUBMFNFOU FČFDUVÏ
Ë MB NBJO 	FU EF GBÎPO FYQÏSJNFOUBMF
 4J MFT EFSOJÒSFT WFSTJPOT EF $VEB OF QSÏTFOUFOU QMVT DFT EÏGBVUT
	OPUBNNFOU VOF CJFO NFJMMFVSF QSJTF FO DIBSHF EFT NÏDBOJTNFT EF UFNQMBUF EFT OPZBVY VOF HFTUJPO
BVUPNBUJRVF EF MB NÏNPJSF MPDBMF
 JM TFSBJU EF UPVUF ÏWJEFODF VOF QFSUF EF UFNQT EF NFUUSF Ë KPVS MF
DPEF FO $VEBĘĕ &OUSF UFNQT DFQFOEBOU VOF MJCSBJSJF DV41"34& FTU BQQBSVF  FO QBSUJDVMJFS MF QSPEVJU
4Q.7 Z FTU EJTQPOJCMF OVNÏSJRVFNFOU *M TFSBJU EPOD JOUÏSFTTBOU EF MVUJMJTFS 	TVSUPVU RVF OPUSF EFTJHO B
ÏUÏ DPOÎV QPVS FOWFMPQQFS BV CFTPJO EFT SPVUJOFT OVNÏSJRVFT FYUFSOFT
 *M TFSBJU DFQFOEBOU CFBVDPVQ
QMVT JOUÏSFTTBOU EF WPJS DFUUF CJCMJPUIÒRVF VUJMJTBCMF GBDJMFNFOU EFQVJT VOF JOUFSGBDF ƌ EF UZQF 0QFO$-
"VTTJ VOF WFSTJPO QBSBMMÒMF E0TLJ 	Q0TLJ
 WJFOU EF TPSUJS 'JOBMFNFOU FU DF OFTU QBT MF USBWBJM MF QMVT
EJďDJMF Ë SÏBMJTFS OPVT OBWPOT QBT FODPSF VUJMJTÏ EF SPVUJOFT OVNÏSJRVFT PQUJNJTÏFT QPVS SFNQMBDFS
OPUSF DPEF HÏOÏSJRVF EF 4Q.7 OVNÏSJRVF -JEÏF FTU RVF MB DPODFQUJPO FTU CPOOF FU EPOD RVF DFMB
TFSB GBJU EJSFDUFNFOU EBOT -JO#PY RVJ DPNNFODF Ë TF WPJS MJÏ EFT CJCMJPUIÒRVFT TQÏDJBMJTÏFT EBOT MFT
PQÏSBUJPOT DSFVTFT 	TVQFSMV ƍ

'JOBMFNFOU UPVU DPNNF OPVT BWPOT GBJU VOF BOBMZTF TUBUJTUJRVF QPVS EÏUFDUFS MJOUÏSÐU EF TÏQBSFS
PV OPO MFT  OPVT QPVSSJPOT FOWJTBHFS EF QSPMPOHFS DFUUF ÏUVEF Ë MB EÏUFDUJPO EF TPVT NBUSJDFT QMVT
EFOTFT PV QMVT DSFVTFT BWFD VOF GPSUF EFOTJUÏ EJBHPOBMF
a
ƌ  .FOUJPOOPOT RVF DF OFTU QBT VOF BUUFOUF JSSÏBMJTUF  ".% QSPQPTF EÏKË VOF JNQMBOUBUJPO 0QFO$- EF MFVS BLAS FOUSF
BVUSFT 	".% "11.-

ƍ  DG http://crd.lbl.gov/~xiaoye/SuperLU/
ƎƏ

&KDS "QQMJDBUJPO BV DBMDVM EV SBOH
4PNNBJSF
ƌƉ 1BSBMMÏMJTBUJPO EF 4Q.7 TVS $16 FU (16                       ƎƑ
ƌƉƉ 1BSBMMÏMJTBUJPO EV DBMDVM EF MB TVJUF NBUSJDJFMMF                Əƈ
ƌƉƊ 1BSBMMÏMJTBUJPO EV DBMDVM EFT ϯCBTFT                     Əƈ
ƌƉƋ $BMDVM QBSBMMÒMF EV DPEFHSÏ EV EÏUFSNJOBOU                ƏƊ
ƌƉƌ 1FSGPSNBODFT EF MB WFSTJPO QBSBMMÒMF EF MBMHPSJUINF EF 8JFEFNBOO    ƏƋ
ƌƊ 1SPMPOHFNFOUT                                     ƏƋ
1ĮĿĺĶ ĹĲŀ BQQMJDBUJPOT MFT QMVT SFQSÏTFOUBUJWFT EBOT -JO#PY SFRVÏSBOU VOF PQÏSBUJPO 4Q.7 SBQJEF JM Z B MFT NÏUIPEFT j CPÔUF OPJSF x CBTÏFT TVS MFT BQQSPDIFT EF UZQF -BOD[PT ,SZMPW &OQBSUJDVMJFS MFT NÏUIPEFT QSPQPTÏFT QBS 8JFEFNBOO <8JFƐƎ> FU TB WFSTJPO QBS CMPDT QSPQPTÏF
QBS $PQQFSTNJUI <$PQƑƌ> QFVWFOU QBSGBJUFNFOU NFUUSF FO MVNJÒSF MFďDBDJUÏ EVOF PQÏSBUJPO 4Q.7
QVJTRVF DFUUF EFSOJÒSF FO FTU TPVWFOU VOF QJFSSF EBDIPQQFNFOU /PVT QSÏTFOUPOT EBOT DF DIBQJUSF VOF
QBSBMMÏMJTBUJPO EV DPEF EV SBOH BWFD SÏÏDSJUVSF NJOJNBMF FO QBSBMMÏMJTBOU EJWFSTFT QBSUJFT EV DBMDVM
Ęĕ 1BSBMMÏMJTBUJPO EF 4Q.7 TVS $16 FU (16
&O BQQMJDBUJPO EPOD OPVT QSPQPTPOT EBNÏMJPSFS MJNQMBOUBUJPO EV SBOH EF 8JFEFNBOO QBS CMPD
QSÏTFOUÏ EBOT <%(&76ƈƏ> 3BQQFMPOT CSJÒWFNFOU DFU BMHPSJUINF /PVT SFOWPZPOT WFST <5VSƈƎ> QPVS
QMVT EF EÏUBJMT
4PJU " ҙ 'O·O VOF NBUSJDF RVJ TBUJTGBJU MFT DPOEJUJPOT EF QSÏDPOEJUJPOOFNFOU EF <,4ƑƉ> "MPST
MBMHPSJUINF QFVU ÐUSF EÏDPNQPTÏ FO USPJT ÏUBQFT 
J $BMDVM EF MB TVJUF NBUSJDJFMMF 4J > :5"J: QPVS J > , ///, O0T , 0)* BWFD : ҙ 'O·T DIPJTJ
BMÏBUPJSFNFOU
JJ $BMDVM EV HÏOÏSBUFVS NJOJNBM '": ҙ 'T·T\Y^ EF MB TÏSJF NBUSJDJFMMF 4)Y* > ҢJ 4JYJ
JJJ 3FOWPZFS MF SBOH S > EFH මEFU ම'":ඹඹ ң DPEFH මEFU ම'":ඹඹ
/PUSF BQQSPDIF DPOTJTUF Ë TÏQBSFS MB QBSBMMÏMJTBUJPO EF DIBRVF ÏUBQF -B QSFNJÒSF 	ƌƉJ
 FTU DMBJSF
NFOU SFMJÏF Ë 4Q.7 FU OPVT SÏVUJMJTFSPOT OPT PVUJMT QSÏTFOUÏT EBOT MF DIBQJUSF QSÏDÏEFOU 1PVS VUJMJTFS
òTQNWHQV EBOT -JO#PY VOF TJNQMF TVSDPVDIF 	XSBQQFS
 QPVS MFT WFDUFVST MFT NBUSJDFT MFT DPSQT FU
MB GPODUJPO SFBE FTU OÏDFTTBJSF
ƎƑ
ƌ "QQMJDBUJPO BV DBMDVM EV SBOH
-F TFDPOE FTU FČFDUVÏ QBS MB QBSBMMÏMJTBUJPO EBOT MF DBMDVM EFT ϯCBTFT 	DG <#%(Ɖƈ TFDUJPO ƋƊ>
<%(&76ƈƏ TFDUJPO ƊƊ>
 'JOBMFNFOU MB EFSOJÒSF ÏUBQF TF SÏEVJU BV DBMDVM EV DPEFHSÏ EV EÏUFSNJOBOU
EF DFUUF ϯCBTF
Ęĕĕ 1BSBMMÏMJTBUJPO EV DBMDVM EF MB TVJUF NBUSJDJFMMF
-B QBSBMMÏMJTBUJPO QSPQPTÏF EBOT <%(&76ƈƏ> DPSSFTQPOEBJU Ë FOWPZFS VO FOTFNCMF JOEÏQFOEBOU
EF CMPDT EF WFDUFVST 7 WFST EJČÏSFOUT DVST FU EF MFT BQQMJRVFS FO QBSBMMÒMF 1VJT MFT SÏTVMUBUT TPOU
SBTTFNCMÏT QPVS DBMDVMFS VO QSPEVJU TDBMBJSF EFOTF BWFD MF CMPD Ե6 6OF BMUFSOBUJWF FTU CJFO FOUFOEV
MVTBHF EF 4Q.7 %BOT MB ĕHVSF ƌƉ OPVT DPNQBSPOT MFT WJUFTTFT EF MJNQMBOUBUJPO 4Q.7 OBUJWF EF -JO#PY



















'ĶĴ ƌƉ  "DDÏMÏSBUJPO EVF Ë òTQNWHQV DPNQBSÏF Ë MJNQMBOUBUJPO EF -JO#PY EBOT MB HÏOÏSBUJPO EF MB TVJUF
NBUSJDJFMMF 	O JUÏSBUJPOT
 TVS VO DVS EF .POUQFMMJFS!MJSN
/PVT NPOUSPOT NBJOUFOBOU VOF QBSBMMÏMJTBUJPO EV QPJOU ƌƉJJ -F DIPJY EF DPODFQUJPO EBOT DFUUF
TPVTTFDUJPO TFSB EF SÏVUJMJTFS FďDBDFNFOU EFT DPNQPTBOUT SBQJEFT FYJTUBOUT EBOT MB CJCMJPUIÒRVF QMV
UÙU RVF EFO DSÏFS EBVUSFT BE IPD
ĘĕĖ 1BSBMMÏMJTBUJPO EV DBMDVM EFT ϯCBTFT
6OF ϯCBTF QFVU ÐUSF FďDBDFNFOU DBMDVMÏF FO VUJMJTBOU MBMHPSJUINF PM-Basis EF <(+7ƈƋ> $FU BMHP
SJUINF TF SÏEVJU FTTFOUJFMMFNFOU Ë MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT QPMZOPNJBMFT 6OF QSFNJÒSF BQQSPDIF
QFVU EPOD DPOTJTUFS Ë QBSBMMÏMJTFS DFUUF NVMUJQMJDBUJPO
4PJFOU ",# ҙ 'O·O\Y^ EFVY NBUSJDFT QPMZOPNJBMFT EF EFHSÏ E 0O QFVU NVMUJQMJFS " FU # EBOT '
BWFD VOF DPNQMFYJUÏ ਿ මOE , OE MPH Eඹ MPSTRVF ' B VOF SBDJOF QSJNJUJWF EF EF MVOJUÏ DG <$,ƑƉ>
&O TVQQPTBOU RVF MPO EJTQPTF EF L QSPDFTTFVST UFMT RVF L ࣎ O PO QFVU FČFDUVFS DFUUF NVMUJQMJDBUJPO
BWFD VOF DPNQMFYJUÏ QBSBMMÒMF EFਿ กOEL , OE MPH EL ข PQÏSBUJPOT EBOT ' &O FČFU TPJU Ë QBSBMMÏMJTFS MBMHP
SJUINF ƌƉ SBQJEF FU TÏRVFOUJFM EF NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT QPMZOPNJBMFT TVJWBOU /PVT OPUPOT EBOT
DFU BMHPSJUINF DFT)1, -* MÏWBMVBUJPO NVMUJQPJOUT EV QPMZOÙNF 1 FO MFT QPJOUT EF - FUԨ FTU MF QSPEVJU
QPJOUËQPJOU 	,SPOFDLFS

/PVT QPVWPOT QBSBMMÏMJTFS DFU BMHPSJUINF ƌƉ BJOTJ 
-FT ÏUBQFT Ɖ Ɗ FU ƌ TPOU EFT USBOTGPSNÏFT EF 'PVSJFS SBQJEFT TVS DIBRVF FOUSÏF DFTUËEJSF O ·ਿ)E MPH E* PQÏSBUJPOT 	DG <((ƑƑ ćÏPSÒNF ƐƉƍ>
 4VS DIBDVO EFT L QSPDFTTFVST PO QFVU FČFDUVFS VOF
''5 TVS OL ,ਿ)* ÏMÏNFOUT NBUSJDJFMT $FDJ EPOOF VOF DPNQMFYJUÏ QBSBMMÒMF FO ਿ กOE MPH EL ข PQÏSBUJPOT
EBOT '
Əƈ
ƌƉ 1BSBMMÏMJTBUJPO EF 4Q.7 TVS $16 FU (16
"MHPSJUINF ƌƉ  .VMUJQMJDBUJPO SBQJEF EF NBUSJDFT QPMZOPNJBMFT
&OUSÏFT  ",# ҙ 'O·O\Y^ EF EFHSÏ E
&OUSÏFT  ϵ VOF SBDJOF EF QSJNJUJWF EF MVOJUÏ EBOT '
4PSUJFT  " · #
Ɖ Ȣ" Ӈ> DFT)", \,ϵ,ϵ,ր ,ϵE^*
Ɗ Ȣ# Ӈ> DFT)#, \,ϵ,ϵ,ր ,ϵE^*
Ƌ Ȣ$ Ӈ> Ȣ"Ԩ Ȣ#
ƌ $ Ӈ> EDFT) Ȣ$, \,ϵң,ϵң,Σ ,ϵңE^*
ƍ SFUPVSOFS $
-ÏUBQF Ƌ RVBOU Ë FMMF DPSSFTQPOE BV DBMDVM EF E QSPEVJUT NBUSJDJFMT JOEÏQFOEBOUT EF EJNFOTJPO O
DF RVJ EPOOF VOF DPNQMFYJUÏ EF ਿ මOEඹ PQÏSBUJPOT EBOT ' *M FTU GBDJMF EF EJTUSJCVFS DFT DBMDVMT TVS L
QSPDFTTFVST UFM RVF DIBDVO FČFDUVF ਿ กOEL ข PQÏSBUJPOT
/PVT NPOUSPOT EBOT MB ĕHVSF ƌƊ MFT QFSGPSNBODFT EF MJNQMBOUBUJPO EF DFU BMHPSJUINF QBSBMMÒMF
EBOT -JO#PY /PVT DPOTUBUPOT EBOT MB ĕHVSF ƌƊ RVF OPUSF DPEF OBUUFJOU QBT MFT QFSGPSNBODFT QBSBM
'ĶĴ ƌƊ  1BTTBHF Ë MÏDIFMMF EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF QPMZOPNJBMF QBSBMMÒMF BWFD -JO#PY FU 0QFO.1 TVS
VO ƉƎ DVST 	2VBE$PSF ".% 0QUFSPO
 -B EJNFOTJPO EFT NBUSJDFT FTU O
MÒMFT BUUFOEVFT "V NJFVY OPVT OBSSJWPOT RVË VO HBJO EF ƍƍ $FQFOEBOU TVS VO TPVTFOTFNCMF EFT
QSPDFTTFVST EJTQPOJCMFT OPVT BSSJWPOT UPVU EF NÐNF Ë ƏƍŰ EFT QFSGPSNBODFT PQUJNBMFT $F QIÏOP
NÒOF FTU QFVUÐUSF Eß Ë MBSDIJUFDUVSF 	QSPCMÒNFT EF DBDIF TFMPO MB MPDBMJUÏ EFT DBMDVMT FU EFT DVST
 *M
TFSBJU USÒT JOUÏSFTTBOU EF QBSBMMÏMJTFS DF DPEF BWFD LBBQJ FU PCTFSWFS
$PNNF BUUFOEV DFQFOEBOU MB ĕHVSF ƌƊ NPOUSF RVF MB UBJMMF DSPJTTBOUF EFT NBUSJDFT QFSNFU VOF
NFJMMFVSF QBSBMMÏMJTBUJPO 1SPCBCMFNFOU MFT MBUFODFT EVFT BVY PQÏSBUJPOT TVS MB NÏNPJSFMFT DBDIFT
MPDBVY FU BV USBJUFNFOU EFT ĕMT QBS 0QFO.1 TPOU DBDIÏFT QBS MF USBWBJM QMVT JNQPSUBOU TVS MFT HSPTTFT
NBUSJDFT
*NQMBOUBUJPO QBSBMMÒMF EFT ϯCBTFT
%BQSÒT MB SÏEVDUJPO EF MBMHPSJUINF PM-Basis Ë MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT QPMZOPNJBMFT OPVT
QPVWPOT PCUFOJS VOF DPNQMFYJUÏ QBSBMMÒMF EF ਿӍ กOEL , OE MPH EL ข PQÏSBUJPOT EBOT ' 	Pá L FTU MF OPNCSF
ƏƉ
ƌ "QQMJDBUJPO BV DBMDVM EV SBOH
EF QSPDFTTFVST EJTQPOJCMFT UFM RVF L ࣎ O "JOTJ JM TVďU EVUJMJTFS EJSFDUFNFOU OPUSF BMHPSJUINF QP
MZOPNJBM EBOT MF DPEF EF ϯCBTF PSJHOBM EF -JO#PY QPVS FO PCUFOJS VOF JNQMBOUBUJPO QBSBMMÒMF /PVT
NPOUSPOT MFT QFSGPSNBODFT PCUFOVFT EBOT MB ĕHVSF ƌƋ &ODPSF VOF GPJT OPVT OBWPOT QBT BUUFJOU MFT
'ĶĴ ƌƋ  1BTTBHF Ë MÏDIFMMF MPST EV DBMDVM QBSBMMÒMF EFT ϯCBTFT EBOT -JO#PY BWFD 0QFO.1 TVS VO ƉƎ DVST
	2VBE$PSF ".% 0QUFSPO
 -B UBJMMF EFT NBUSJDFT FTU O
QFSGPSNBODFT UIÏPSJRVFT EF QBTTBHF Ë MÏDIFMMF QBSBMMÒMF NBJT OPVT BWPOT UPVU EF NÐNF PCUFOV VOF
BDDÏMÏSBUJPO EF · TVS ƉƎ QSPDFTTFVST /PVT SFNBSRVPOT DFQFOEBOU RVF DFT UFNQT TPOU FO BDDPSE BWFD
MFT QFSGPSNBODFT QSÏDÏEFNNFOU PCUFOVFT 	· EBOT MB ĕHVSF ƌƊ

6OF FYQMJDBUJPO RVBOU BV MÏHÒSFNFOU NPJOESF HBJO PCUFOV SÏTJEF EBOT MB TUSVDUVSF SÏDVSTJWF EF MBM
HPSJUINF PM-Basis &O FČFU DFU BMHPSJUINF FTU EF UZQF j EJWJTFS QPVS SÏHOFS x TVS MF EFHSÏ EF MBQQSPYJ
NBUJPO 	DG <(+7ƈƋ UIÏPSÒNF Ɗƌ>
  MFT BQQFMT SÏDVSTJGT TPOU EPOD FČFDUVÏT TVS EFT BQQSPYJNBUJPOT EF
QMVT FO QMVT QFUJU EFHSÏ DF RVJ FOUSBÔOF VOF QFSUF EFďDBDJUÏ EF MB NVMUJQMJDBUJPO FO QBSBMMÒMF 6O QSP
MPOHFNFOU EF DF USBWBJM DPOTJTUFSBJU Ë QBSBMMÏMJTFS BVTTJ MBMHPSJUINF M-Basis 	<(+7ƈƋ>
 RVJ MPSTRVF MFT
UBJMMFT EFWJFOOFOU QFUJUFT FTU FO QSBUJRVF QMVT SBQJEF
Ęĕė $BMDVM QBSBMMÒMF EV DPEFHSÏ EV EÏUFSNJOBOU
-ÏUBQF ƌƉJJJ FTU BJTÏF Ë QBSBMMÏMJTFS $F DBMDVM TF GBJU QBS j ÏWBMVBUJPOJOUFSQPMBUJPO x /PVT ÏWBMVPOT
FO QBSBMMÒMF FO EJČÏSFOUT QPJOUT MF QPMZOÙNF NBUSJDJFM FU DBMDVMPOT MFT EÏUFSNJOBOUT EFT NBUSJDFT PCUF
OVFT FO DFT QPJOUT %BOT OPUSF JNQMBOUBUJPO OPVT QBSBMMÏMJTPOT TJNQMFNFOU MFT T· EFH ම':"ඹ,  QPJOUTEÏWBMVBUJPO  OPVT QPVSSJPOT BVTTJ QBSBMMÏMJTFS MFT DBMDVMT EF EÏUFSNJOBOU MPST EF DFT ÏWBMVBUJPOT -JO
UFSQPMBUJPO TFČFDUVF TÏRVFOUJFMMFNFOU BWFD MB DMBTTF Poly1CRT EF (JWBSP /PUPOT RVF OPVT QPVSSJPOT




ĘĕĘ 1FSGPSNBODFT EF MB WFSTJPO QBSBMMÒMF EF MBMHPSJUINF EF8JFEFNBOO
%BOT MF UBCMFBV ƌƉ OPVTNPOUSPOT MFT QFSGPSNBODFT EF OPUSF BMHPSJUINF TVS VO QSPDFTTFVS Ɛ DVST
	.POUQFMMJFS!MJSN
 -B MJHOF *-LB DPOUJFOU MFT UFNQT QPVS MJNQMBOUBUJPO BDUVFMMF EBOT -JO#PY MFT MJHOFT
*-SpMV DPSSFTQPOEFOU Ë MB CJCMJPUIÒRVF òTQNWHQV XSBQQÏF EBOT -JO#PY
-BDDÏMÏSBUJPO QPVS 4Q.7 FOUSF Ɖ FU Ɛ DVST FTU TFOTJCMFNFOU TVQÏSJFVSF Ë ƍ QPVS UPVUF MFT NBUSJDFT
BMPST RVF MBDDÏMÏSBUJPO QPVS MJNQMBOUBUJPO EF -JO#PY FTU FOUSF ƌ FU ƌƑ %F QMVT MBDDÏMÏSBUJPO PCUFOVF
HSÉDF Ë 4Q.7 QBS SBQQPSU Ë -JO#PY TVS MF QPJOU ƌƉJ 	TVJUF NBUSJDJFMMF
 TFNCMF QBTTFS Ë MÏDIFMMF FU TBNÏ
MJPSF NÐNF EBOT MB WFSTJPO QBSBMMÒMF &O DPNQBSBOU BWFD MB ĕHVSF ƌƉ OPVT QPVWPOT DPOĕSNFS RVF MB
QJFSSF EBDIPQQFNFOU EBOT MB QIBTF EF HÏOÏSBUJPO EF MB TVJUF FTU CJFO 4Q.7
5Įį ƌƉ  $BMDVM EV SBOH NPEVMP Ǝƍ ƍƊƉ BWFD 0QFO.1 QPVS MBMHPSJUINF QBSBMMÒMF QBS CMPD EF 8JFEFNBOO TVS
.POUQFMMJFS!MJSN 	UFNQT FO TFDPOEFT
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ƈƉ ƐƑ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ĘĖ 1SPMPOHFNFOUT
4J MFT QFSGPSNBODFT PCUFOVFT TPOU EÏKË UPVU Ë GBJU FODPVSBHFBOUFT OPVT QPVWPOT GBJSF FODPSF
NJFVY $F EFSOJFS UBCMFBV ƌƉ EFWSB FO FČFU ÐUSF DPNQMÏUÏF QBS MJODMVTJPO EVOF MJHOF DPSSFTQPO
EBOU BV 	NVMUJ
(16 Ɖ $FMB JNQMJRVF EVOF QBSU EV USBWBJM EBOT -JO#PY FU ''-"4''1"$, 	JOUSPEVDUJPO
E0QFO$- EBOT -JO#PY VUJMJTBUJPO EFT BLAS TVS (16 QBS FYFNQMF
 FU EBVUSF QBSU EV USBWBJM EBOT ò
TQNWHQV 	VUJMJTBUJPO EF DV41"34& PV ÏRVJWBMFOU FO 0QFO$- QSPCBCMFNFOU EFWSPOTOPVT FO BUUFOEBOU
QPSUFS OPUSF DPEF ÏDSJU FO $VEB WFST 0QFO$-

%V QPJOU EF WVF EF MB DPODFQUJPO OPVT QPVWPOT DFSUBJOFNFOU UJSFS DPNNF DPODMVTJPO EF DFUUF
QBSUJF RVJM FTU CÏOÏĕRVF TJOPO FTTFOUJFM EVUJMJTFS EFT TUBOEBSET PVWFSUT 	0QFO.1 0QFO$-
 RVJ TPOU
HBSBOUT EF QFSGPSNBODFT QPSUBCMFT FU EF TUBCJMJUÏ QMVUÙU RVF MFT TPMVUJPOT QSPQSJÏUBJSFT TZOPOZNFT EF
GFSNFUVSF FU EF QFSGPSNBODFT QPODUVFMMFT %BVUSF QBSU OPUSF DPODFQUJPONPEVMBJSF OPVT QFSNFU EPC
UFOJS VOF HSBOEF HÏOÏSJDJUÏ  OPVT QPVWPOT DIPJTJS EVUJMJTFS OPT SPVUJOFT BVTTJ CJFO RVF EFT SPVUJOFT
TQÏDJBMJTÏFT GPVSOJFT QBS EBVUSFT MPHJDJFMT FU TBTTVSFS BJOTJ EF CPOOFT QFSGPSNBODFT TBOT DIBOHFS MF
DPEF TVQÏSJFVS  JF BV EFTTVT EF apply NBJT TJNQMFNFOU VO QBSBNÒUSF UFNQMBUF
a
Ɖ  .ÐNF TJ UFDIOJRVFNFOU DFMB FTU QPTTJCMF FU B ÏUÏ UFTUÏ MVUJMJTBUJPO EV (16 QPVS DBMDVMFS MFT QSPEVJUT 4Q.7 EBOT
-JO#PY B EPOOÏ EF USÒT NBVWBJTFT QFSGPSNBODFT MJÏFT Ë EFT QSPCMÒNFT UFDIOJRVFT EBOT $VEB $PNNF MF DPEF OB QBT ÏUÏ QPSUÏ
EBOT MFT EFSOJÒSFT WFSTJPOT EF $VEB OPVT OF QPVWPOT QBT EJSF TJ MF QSPCMÒNF QFSTJTUF NBJT DPNNF MVUJMJTBUJPO EFT EJČÏSFOUT





UNE BIBLIOTH­QUE DE CALCUL
Əƍ

i.PTU TPęXBSF UPEBZ JT WFSZ NVDI MJLF BO &HZQUJBO QZSBNJE
XJUI NJMMJPOT PG CSJDLT QJMFE PO UPQ PG FBDI PUIFS XJUI OP





2VFMRVFT QSPCMÒNFT FU EÏĕT QPVS VOF CJCMJPUIÒRVF EF DBMDVM                ƏƏ
-F DIPJY EV MBOHBHF $ NPEÒMF MB CJCMJPUIÒRVF                       ƏƐ
$POĕHVSBUJPO FU JOTUBMMBUJPO TJNQMJĕÏFT QSÏBMBCMF Ë VOF CPOOF DPODFQUJPO        Ɛƈ
1MBO EF MB USPJTJÒNF QBSUJF                                   ƐƊ
%Ĳ ĺĮĻĶˬĿĲ SÏTVNÏF MBMHÒCSF MJOÏBJSF FTU MÏUVEF EFT FTQBDFT WFDUPSJFMT TVS VO DPSQT EPOOÏ &OQBSUJDVMJFS PO TJOUÏSFTTFSB BVY ÏMÏNFOUT EF DFT FTQBDFT MFT WFDUFVST FU Ë EFT USBOTGPSNBUJPOTMJOÏBJSFT RVJ j SFTQFDUFOU x MB TUSVDUVSF EF DFT FTQBDFT &O EJNFOTJPO ĕOJF MB SFQSÏTFOUBUJPO EF
DFT USBOTGPSNBUJPOT QBS EFT NBUSJDFT EBOT EFT CBTFT QFSNFU EFT BQQMJDBUJPOT JOGPSNBUJRVFT QSBUJRVFT
%BOT DFUUF JOUSPEVDUJPO OPVT BMMPOT EBCPSE DFSOFS FU EÏĕOJS MFT QSPCMÒNFT RVF OPVT BWPOT Ë DPOTJ
EÏSFS MPST EF MB DPODFQUJPO EVOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF  FO QBSUJDVMJFS -JO#PY QVJT OPVT JOUSP
EVJSPOT RVFMRVFT DPODFQUT MJÏT BV EÏWFMPQQFNFOU EV DPEF EF DFUUF CJCMJPUIÒRVF /PVT SFNBSRVPOT RVF
DFT JEÏFT TPOU JOEÏQFOEBOUFT EF MÏDPTZTUÒNF EBOT MFRVFM WJU -JO#PY FU TBQQMJRVFOU Ë UPVUF CJCMJPUIÒRVF
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 OPVT BWPOT Eß GBJSF EFT DIPJY TVS MÏWPMVUJPO FU MFT EÏQFOEBODFT FOUSF -JO#PY EVOF QBSU FU
''-"4''1"$, PV (JWBSP EBVUSF QBSU -ÏWPMVUJPO EFT WFSTJPOT EF DFT CJCMJPUIÒRVFT TF GBJTBJU TPVWFOU TVS
MF EFSOJFS DIJČSF RVFMMF RVF TPJU MÏUFOEVF EF MÏWPMVUJPO EV DPEF /PVT BWPOT DIPJTJ EF OVNÏSPUFS MFT
WFSTJPOT TFMPO MF TDIÏNB QMVT DMBTTJRVF version_majeure.version_mineure.correction_de_bogue
$FMB QFSNFU EVOF QBSU EÐUSF QMVT DMBJS TVS MFT ÏWPMVUJPOT BQQPSUÏFT Ë -JO#PY 	QFY EBOT MF ChangeLog PV
MFT News TVS MF TJUF
 NBJT BVTTJ EF QPVWPJS ĕYFS EFT CPHVFT TVS EFT WFSTJPOT BOUÏSJFVSFT FU BTTVSFS VOF
NBJOUFOBODF EFT QSÏDÏEFOUFT WFSTJPOT 1BS FYFNQMF 4BHF VUJMJTF FODPSF MB WFSTJPO ĕĕĚ QVCMJÏF JM Z B
QMVTJFVST BOOÏFT TBOT RVF MPO QVJTTF JODMVSF MFVS DPSSFDUJPOT 	QBUDIFT
 BVUSFNFOU RVF EBOT VOF OVNÏ
SPUBUJPO USÒT MPVSEF ĕĕĚS9 QVJTRVF MB QSPDIBJOF WFSTJPONBKFVSF QVCMJÏF ÏUBJU MB ĕĕě -B CJCMJPUIÒRVF
-JO#PY OÏWPMVF QBT TVďTBNNFOU WJUF QPVS OÏDFTTJUFS RVBUSF OJWFBVY EF OVNÏSPUBUJPO
-F NÐNF TZTUÒNF FTU BQQMJRVÏ Ë (JWBSP FU ''-"4''1"$, -FT EÏQFOEBODFT TF GPOU EF UFMMF TPSUF RVF
MB QVCMJDBUJPO 1.2.x EF -JO#PY EPJU ÐUSF DPNQBUJCMF BWFD MB QVCMJDBUJPO 3.4.y EF (JWBSP FU 1.4.z EF
''-"4''1"$, QBS FYFNQMF %F DFUUF NBOJÒSF OPVT EFWPOT BTTVSFS VOF DFSUBJOF TUBCJMJUÏ EBOT MFT "1*
EF(JWBSP PV ''-"4''1"$, OPUBNNFOU VO DIBOHFNFOU E"1*NÐNFNJOFVS JNQMJRVF VO DIBOHFNFOU
EF WFSTJPO 	NJOFVSF 
 $FMB QFSNFU EBTTVSFS VOF TUBCJMJUÏ HÏOÏSBMF FOUSF DFT USPJT CJCMJPUIÒRVFT FU EFT
EÏQFOEBODFT FOUSF MFT WFSTJPOT CJFO EÏĕOJFT UPVU FO MBJTTBOU VOF DFSUBJOF MJCFSUÏ Ë MFVS EÏWFMPQQFNFOU
FU MFVS NBJOUFOBODF
'JOBMFNFOU EV DÙUÏ EV EÏWFMPQQFVS VO TDSJQU incremente-version.sh BJEF Ë JODSÏNFOUFS GBDJMF
NFOU MFT OVNÏSPT EF WFSTJPOT EF DFT QSPKFUT  FU FO QBSBMMÒMF MFT TPOBNF EFT CJCMJPUIÒRVFT
5FTU BVUPNBUJRVF EF MJOTUBMMBUJPO
"ĕO EF CJFO ÐUSF TßS RVF MFT WFSTJPOT EF (JWBSP PV ''-"4''1"$, DPODPSEFOU BWFD DFMMFT EFNBOEÏFT
QBS -JO#PY OPO TFVMFNFOU MB NBDSP givaro-check.m4 PV fflasffpack-check.m4 ÏNFUUSB VO NFT
TBHF DMBJS FO DBT EF EÏTBDDPSE NBJT BVTTJ VO TDSJQU auto-install.sh Ë MB SBDJOF EV TPVSDF EF -JO
#PY EPOOF FYQMJDJUFNFOU MFT EÏQFOEBODFT $F TDSJQU SÏDVQÒSF DPOĕHVSF FU JOTUBMMF MPDBMFNFOU (JWBSP
''-"4''1"$, FU FOTVJUF DPOĕHVSF FU JOTUBMMF -JO#PY BVUPNBUJRVFNFOU  JM VUJMJTF CJFO TßS MB DIBÔOF EFT
BVUPUPPMT BĕO EF OF QBT EJWFSHFS EV TZTUÒNF EF DPOĕHVSBUJPO FU EJOTUBMMBUJPO EF -JO#PY %FT PQUJPOT
TVQQMÏNFOUBJSFT QFSNFUUFOU EF TBEBQUFS BVY DPOĕHVSBUJPOT OPO DPVSBOUFT OPUBNNFOU EFT BLAS
IPST EFT DIFNJOT TUBOEBSET PV EFT WFOEFVST EF BLAS QBSUJDVMJFST
-B DSÏBUJPO EVO UFM TDSJQU QFSNFU QPVS MF EÏWFMPQQFVS BQSÒT VO make dist EF WÏSJĕFS RVF MB WFSTJPO
EJTUSJCVÏF DPNQJMF FU TJOTUBMMF QBSGBJUFNFOU FU QFSNFU BVTTJ Ë MVUJMJTBUFVS EJOTUBMMFS GBDJMFNFOU -JO#PY
FU TFT EÏQFOEBODFT Ƒ 
TJ auto-install.TJ
$PEF ƌƋ  $POĕHVSBUJPO FU JOTUBMMBUJPO BVUPNBUJRVF EF -JO#PY
Ɛ  $F TPOU EFT SFNBSRVFT RVJ QFVWFOU QBSBÔUSF USJWJBMFT NBJT DFSUBJOT QBRVFUFVST WÏSJĕFOU MFT JOTUBMMBUJPOT FU MFT EÏT
JOTUBMMBUJPOT  VOF GBCSJDBUJPO EF 31. ÏDIPVFSB TJ make install SFOWPJF VO DPEF EFSSFVS 4J OPVT QSFOPOT DF DPEF EFSSFVS
DPNNF VOF CMBHVF j FSSFVS MJOTUBMMBUJPO TFTU CJFO QBTTÏF x EFT QFSTPOOFT QMVT TUSJDUFT Z WFSSPOT VO WSBJ QSPCMÒNF
Ƒ  $F TDSJQU FU EF TJNQMJĕFS MB UÉDIF EF MVUJMJTBUFVS
ƐƉ
ƌ *OUSPEVDUJPO
%JNJOVUJPO EFT UFNQT EF DPNQJMBUJPO
%BOT MF NÐNF TPVDJ EF GBDJMJUFS MFYQÏSJFODF EF MVUJMJTBUFVS GBDF Ë VOF CJCMJPUIÒRVF EFOUÐUFT JM FTU
JNQPSUBOU EF QSPEVJSF VOF CJCMJPUIÒRVF RVJ TPJU FďDBDF Ë JOTUBMMFS FU Ë VUJMJTFS OPVT QBSMPOT JDJ EFG
ĕDBDJUÏ BV TFOT EF SBQJEJUÏ -B DJCMF make install FTU FYUSÐNFNFOU SBQJEF DBS MB QMVT HSBOEF QBSUJF
EV DPEF EF -JO#PY OFTU QBT DPNQJMÏF Ë MJOTUBMMBUJPO -B CJCMJPUIÒRVF -JO#PY FTU FO FČFU FTTFOUJFMMFNFOU
VOF CJCMJPUIÒRVF EFOUÐUFT NBJT MFT NÏDBOJTNFT BWBODÏT EF UFNQMBUF VUJMJTÏT SFOEFOU HÏOÏSBMFNFOU
MB DPNQJMBUJPO DPßUFVTF FO UFNQT FO FO NÏNPJSF 1PVS EFT SBJTPOT EFďDBDJUÏ JOEÏQFOEBNNFOU EFT
RVFTUJPOT EF EVSÏF FU EVUJMJTBUJPO EF MB 3". OPVT DPNQJMPOT MFT FYFNQMFT BWFD EFT QBSBNÒUSFT QPVT
TÏT EPQUJNJTBUJPO 	BV NJOJNVN -O2 Ɖƈ
 BĕO RVF MFVS FYÏDVUJPO TPJU FďDBDF 1BS DPOUSF DF OFTU QBT
OÏDFTTBJSF QPVS MFT UFTUT  OPVT BWPOT EF OPNCSFVY UFTUT FU JM GBVU USPVWFS VO KVTUF NJMJFV FOUSF UFNQT
EF DPNQJMBUJPO FU UFNQT EFYÏDVUJPO %BOT MFT UBCMFBVY ƌƋ FU ƌƌ OPVT DPNQBSPOT MFT UFNQT NJT QPVS
FČFDUVFS MFT UFTUT CBTJRVFT EF -JO#PY BWFD EJWFSTFT PQUJPOT EPQUJNJTBUJPO EFT QMVT CBTTFT -O0 BVY
QMVT ÏMFWÏFT -O3 PV -Ofast FO QBTTBOU QBS -Os RVJ FTTBJF EF QSPEVJSF EF QFUJUT FYÏDVUBCMFT %BQSÒT
5Įį ƌƋ  5FNQT EF make check BWFD -JO#PYĕėĔ
TVS +PSBO!JNBH BWFD HDDĘě
PQUJPOT -O0 -O1 -Os -O2
UFNQT 	NJO
 ƊƋƐ ƍƊƐ ƌƌƍ ƏƉƌ
5Įį ƌƌ  5FNQT EF make check -j2 BWFD
-JO#PYĕėĔ TVS +PSBO!JNBH BWFD
HDDĘě
PQUJPOT -O0 -O1 -Os -O2
UFNQT 	NJO
 ƉƋƋ ƋƉƊ ƊƋƏ ƌƊ
MFT UFNQT EFT UBCMFBVY ƌƋ FU ƌƌ OPVT DIPJTJTTPOT -O0 DPNNF PQUJPO EF DPNQJMBUJPO QBS EÏGBVU QPVS
DPNQJMFS FU FYÏDVUFS SBQJEFNFOU MFT UFTUT $FUUF SFNBSRVF TF SFQSPEVJU QPVS (JWBSP PV ''-"4''1"$,
FU WÏSJĕF RVF MFT UFTUT FČFDUVÏT OF TPOU QBT HPVSNBOET FO SFTTPVSDFT  MF UFNQT ÏUBOU QSJODJQBMFNFOU
QBTTÏ MPST EF MB DPNQJMBUJPO
1MBO EF MB USPJTJÒNF QBSUJF
%BOT DFUUF JOUSPEVDUJPO OPVT BWPOT GBJU VOF QSÏTFOUBUJPO SBQJEF EF MB CJCMJPUIÒRVF -JO#PY /PVT
BMMPOT EBOT DFUUF QBSUJF OPVT QFODIFS TVS EFT RVFTUJPOT EF HÏOÏSJDJUÏ EFďDBDJUÏ EF SPCVTUFTTF EF
ĕBCJMJUÏ EÏWPMVUJCJMJUÏ
%BOT VO QSFNJFS UFNQT 	DIBQJUSF ƍ
 OPVT BMMPOT QSÏTFOUFS VO FYFNQMF EF TPMVUJPO MB TPMVUJPO mul
RVJ QFSNFU EFNVMUJQMJFS EFTNBUSJDFT PV EFT WFDUFVST/PVT JOUSPEVJSPOT EBCPSE EFT DMBTTFT EF WFDUFVST
FU EF NBUSJDFT HÏOÏSBMFT BWBOU EF QSPQPTFS EJWFST BMHPSJUINFT 	FO DBTDBEF BEBQUBUJGT
 EPOU MB TPMVUJPO
mul QFVU GBJSF VTBHF FU RVJ GPVSOJTTFOU EF CPOOFT QFSGPSNBODFT FO QSBUJRVF
/PVT BMMPOT FOTVJUF EÏWFMPQQFS FU FYQPTFS EFT UFDIOJRVFT FU NBOJÒSFT EF DPEFS RVJ QFSNFUUFOU EF
SFOESF FďDBDF MB CJCMJPUIÒRVF TBOT QFSUFT EF HÏOÏSJDJUÏ 	DIBQJUSF Ǝ

%BOT MF DIBQJUSF Ə OPVT EÏWFMPQQFSPOT RVFMRVFT QSPCMÏNBUJRVFT MJÏFT Ë MB RVBMJUÏ EV DPEF  DPN
NFOU MF SFOESF QMVT TßS QMVT TUBCMF QMVT DPNQSÏIFOTJCMF DPNNFOU FČFDUVFS FďDBDFNFOU DF USBWBJM EF
TVQFSWJTJPO TJ MF DPEF OF SFTQFDUF QBT DFSUBJOT DSJUÒSFT FO QSFNJFS MJFV  
a
Ɖƈ  &O QSJODJQF -JO#PY SÏTJTUF USÒT CJFO Ë VO OJWFBV EPQUJNJTBUJPOT ÏMFWÏ NBJT OPVT TPNNFT UPVKPVST Ë MB NFSDJ EF DPEF
NBM HÏOÏSÏ QBS MF DPNQJMBUFVS MPST EPQUJNJTBUJPOT USPQ QPVTTÏFT
ƐƊ
i8F TIBSF B QIJMPTPQIZ BCPVU MJOFBS BMHFCSB XF UIJOL
CBTJTGSFF XF XSJUF CBTJTGSFF CVU XIFO UIF DIJQT BSF EPXO
XF DMPTF UIF PďDF EPPS BOE DPNQVUF XJUI NBUSJDFT MJLF GVSZw
*SWJOH ,BQMBOTLZ&KDS $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPONBUSJDJFMMF FóDBDF FU HÏOÏSJRVF MB TPMVUJPO ĭVN
4PNNBJSF
ƍƉ .BUSJDFT FU 7FDUFVST EBOT -JO#PY  TJNQMJĕDBUJPO FU IPNPHÏOÏJTBUJPO        ƐƋ
ƍƉƉ /PVWFMMFT NBUSJDFT FU WFDUFVST EBOT -JO#PY                 Ɛƌ
ƍƉƊ 0QÏSBUFVS rebind FU NPEÒMF EBMMPDBUJPO                  ƐƎ
ƍƉƋ %FTDSJQUJPO EFT NBUSJDFT BLAS FU DSFVTFT                  ƐƎ
ƍƉƌ 1FSNVUBUJPOT                                 ƐƑ
ƍƉƍ 1SPMPOHFNFOUT                                Ƒƈ
ƍƊ -B TPMVUJPO NVM                                     Ƒƈ
ƍƊƉ .VMUJQMJDBUJPO HÏOÏSJRVF  TZTUÒNF DPOUSÙMFVSoNPEVMFT          ƑƉ
ƍƊƊ /PVWFMMFT SPVUJOFT BLAS EBOT ''-"4                     ƑƊ
ƍƊƋ .VMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT FOUJÒSFT                      Ƒƍ
ƍƊƌ $PODMVTJPO QSPMPOHFNFOUT                         ƑƏ
6ĻĲ ĺłĹŁĶĽĹĶİĮŁĶļĻNBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF FTU VOF PQÏSBUJPO OPO USJWJBMF Ë JNQMBOUFS+VTRVË QSÏTFOU MB TJUVBUJPO EBOT -JO#PY ÏUBJU MB TVJWBOUF  MFT NVMUJQMJDBUJPOTNBUSJDFToNBUSJDFTPV NBUSJDFToWFDUFVST ÏUBJFOU FČFDUVÏFT Ë MJOUÏSJFVS EF EPNBJOFT Ɖ FU CJFO TPVWFOU MBMHPSJUINF
VUJMJTÏ ÏUBJU VOF USJQMF CPVDMF TBOT RVF TPO DIPJY TPJU QBSBNÏUSBCMF %FT QSPCMÒNFT EJOUFSPQÏSBCJMJUÏ
FOUSF DFT DMBTTFT BJOTJ RVF EFT "1* USÒT SFTUSJDUJWFT OPVT POU QPVTTÏ Ë SFWPJS DFT DIPJY 1BS FYFNQMF
MVUJMJTBUJPO EF TUSVDUVSFT EF EPOOÏFT EF NĘSJ BVSBJU DPOEVJU EVOF QBSU Ë MB DSÏBUJPO EVOF OPVWFMMF
DMBTTF EFNBUSJDFT QFY MariMatrix FU Ë EFTNPEJĕDBUJPOT QSPGPOEFT EBOT MFT EFVY DMBTTFT EF EPNBJOFT
QSÏDJUÏFT WPJSF VO OPVWFBV EPNBJOF MariDomain /PVT QFOTPOT RVF DFUUF BQQSPDIF OFTU QBT UPVKPVST
KVEJDJFVTF FU Ë MB WVF EF MJNQPSUBODF EF MPQÏSBUJPONVMUJQMJDBUJPO FO BMHÒCSF MJOÏBJSF OPVT BWPOT EÏDJEÏ
EFO GBJSF VOF TPMVUJPO  MJCÏSÏF EF UPVU EPNBJOF FU EF EÏWFMPQQFS EFT BMHPSJUINFT TQÏDJĕRVFT
"WBOU EF QSÏTFOUFS MB TPMVUJPO mul EBOT MB TFDUJPO ƍƊ OPVT BMMPOT EÏĕOJS QSPQSFNFOU TFT PQÏSBOEFT
Ë TBWPJS NBUSJDFT PV WFDUFVST EBOT MB TFDUJPO ƍƉ
ęĕ .BUSJDFT FU 7FDUFVST EBOT -JO#PY  TJNQMJöDBUJPO FU IPNPHÏOÏJTBUJPO
/PVT BQQFMPOT NBUSJDF EFOTF VO UBCMFBV EÏMÏNFOUT EVO DPSQT %BOT MB TÏSJF -JO#PYĕĕY PO USPV
WBJU QBS FYFNQMF EF OPNCSFVTFT DMBTTFT EJČÏSFOUFT QPVS MFT NBUSJDFT EFOTFT 	BlasMatrix<_Element>
Ɖ  DMBTTFT RVJ JNQMBOUFOUT EFT PQÏSBUJPOT TVS VOF DFSUBJOF DMBTTF EF NBUSJDF QBS FYFNQMF MFT DMBTTFT BlasDomain PV
MatrixDomain
ƐƋ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
DenseSubmatrix<_Element> FU DenseMatrixBase<_Element> PV MFT #PÔUF/PJSF DenseMatrix<_Field>
FU BlasBlackbox<_Field> WPJSF DenseRowsMatrix OPO VUJMJTÏF FUD
 $IBDVOF EF DFT DMBTTFT DPNQUF
FOWJSPO Ɗƈƈ MJHOFT FU TPVWFOU JM FTU OÏDFTTBJSF EF DPOWFSUJS VOF NBUSJDF EFOTF WFST VOF BVUSF DMBTTF
ÏWFOUVFMMFNFOU BWPJS Ë DIBOHFS EF EPNBJOF 1BS FYFNQMF MB DPOWFOUJPO EBOT -JO#PY WFVU RVVOF
NBUSJDF TPJU VOF BlackBox 	DG DPEF ƍƋ <%((,ƈƊ>
 1PVS MFT NBUSJDFT EFOTFT QSFOPOT EPOD VOF
DenseMatrix<Modular<double> > A 4J OPVT WPVMPOT CÏOÏĕDJFS EVOFNVMUJQMJDBUJPO SBQJEF JM GBVU VUJ
MJTFS VO BlasDomain 	VO MatrixDomain DPNQBUJCMF BWFD A VUJMJTFSB VOF USJQMF CPVDMF
 FU EPOD DPOWFSUJS
A WFST VOF BlasMatrix<double> FČFDUVBOU QPTTJCMFNFOU VOF DPQJF QSPGPOEF
/PVT BWPOT WPVMV TJNQMJĕFS FU PSEPOOFS UPVU DFDJ BĕO EF OBWPJS Ë FČFDUVFS EF DPOWFSTJPOT RVF TJ MFT
GPSNBUT EF EPOOÏFT PV MFT DPSQT DIBOHFOU FU FO QSPĕUFS QPVS SFOESF DFSUBJOFT JOUFSGBDFT QMVT TJNQMFT
*EÏBMFNFOU OPVT OF WPVESJPOT VUJMJTFS RVF EFT Matrix PV EFT Vector FU ÏWFOUVFMMFNFOU subMatrix
PV subVector QPVS MFT UZQFT EF NBUSJDFT RVJ TPOU FČFDUJWFNFOU EFT DPOUFOFVST 	QFY NBUSJDFT EFOTFT
DSFVTFT TUSVDUVSÏFT
 QBS PQQPTJUJPO BVY NBUSJDFT BCTUSBJUFT 	Compose Sum

ęĕĕ /PVWFMMFT NBUSJDFT FU WFDUFVST EBOT -JO#PY
-B QSFNJÒSF TJNQMJĕDBUJPO RVF OPVT BQQPSUPOT DPOTJTUF Ë UFNQMÏUFS UPVUFT MFT NBUSJDFT FU WFDUFVST
QBS VO DPSQT BV MJFV EV UZQF EF TFT ÏMÏNFOUT $FMB QFSNFU BVY NBUSJDFT EÐUSF JOEÏQFOEBOUFT  FO
OF DPOOBJTTBOU RVF TFT ÏMÏNFOUT VOF NBUSJDF OF TBJU QBT GBJSF EPQÏSBUJPOT EFTTVT NBJT BVTTJ VOF
VOJĕDBUJPO EF MJOUFSGBDF EF UPVUF DMBTTF EF NBUSJDF
-B TFDPOEF TJNQMJĕDBUJPO DPOTJTUF Ë EÏDSJSF MF GPSNBU EF MB NBUSJDF EBOT VO QBSBNÒUSF UFNQMBUF Ɗ
EPOU VO EÏGBVU QPVSSB ÐUSF EPOOÏ
OCĭGTQCEG matrixStorage {
TUSVEU dense {}
TUSVEU blas : QVDNKE dense { ... }; // stockage type BLAS
TUSVEU vectOfRows : QVDNKE dense { ... }; // vecteurs de vecteurs
ƍ TUSVEU mari : QVDNKE dense { ... }; // structure de matrices de NĘSJ
...
} // matrixStorage
$PEF ƍƉ  &YFNQMF EF GPSNBUT EF NBUSJDFT EFOTFT
/PVT OPUPOT RVF OPVT QSÏGÏSPOT VUJMJTFS EFT OPNT EFTQBDFT QPVS MJTUFS MFT USBJUT QMVUÙU RVF EFT
DMBTTFT DBS DFMB OPVT MBJTTF QMVT EF MJCFSUÏT  FO QBSUJDVMJFS MB MJCFSUÏ QPVS VOF QFSTPOOF VUJMJTBOU -JO
#PY EF EÏĕOJS QBS BJMMFVST TPO QSPQSF GPSNBU EF NBUSJDF -JNQMBOUBUJPO EFT NBUSJDFT TF GBJU BMPST QBS
TQÏDJBMJTBUJPO /PVT QPVWPOT EPOOFS EFT WBMFVST QBS EÏGBVU PV GBJSF EFT BMJBT DPNNF MF NPOUSF MF
DPEF ƍƊ
UGĭQNCUG<ENCTT _Field, ENCTT _Storage = matrixStorage::blas>
ENCTT Matrix ;
UGĭQNCUG<ENCTT _Field>
ƍ ENCTT Matrix<_Field, matrixStorage::blas> {
QVDNKE :
UZQGFGH _Field Field ;




ENCTT Matrix<_Field, matrixStorage::mari> {
Ɗ  /PUPOT MBOBMPHJF BWFD MB 45-  template < class T, class Allocator > class vector;
Ɛƌ
ƍƉ .BUSJDFT FU 7FDUFVST EBOT -JO#PY  TJNQMJĕDBUJPO FU IPNPHÏOÏJTBUJPO
...
Ɖƍ };
$PEF ƍƊ  $MBTTFT EF NBUSJDFT EBOT -JO#PY
*OUFSGBDF DPNNVOF EFT NBUSJDFT
&O PVUSF OPVT GPSÎPOT Ë DF RVF UPVUFT MFT NBUSJDFT QBSUBHFOU MJOUFSGBDF EVOF #PÔUF/PJSF 	DPEF ƍƋ

&O FČFU DFUUF JOUFSGBDF SFHSPVQF MB NPJOESF EFT DIPTFT RVF MPO QVJTTF EFNBOEFS Ë VOF NBUSJDF  VOF
#PÔUF/PJSF DPSSFTQPOE Ë VOF BQQSPDIF BQQMJDBUJPO MJOÏBJSF EVOF NBUSJDF  TFVMFT MFT PQÏSBUJPOT NB
USJDFToWFDUFVST TPOU GPVSOJFT BJOTJ RVF TPO DPSQT EF CBTF FU TFT EJNFOTJPOT /PVT SBKPVUPOT VO PQÏSB






/* y <- A.x ou y <- A^T.x */
UGĭQNCUG<ENCTT _in, ENCTT _out>
_out& apply(_out &y, EPOTU _in &x) EPOTU;
Ɖƈ UGĭQNCUG<ENCTT _in, ENCTT _out>
_out& applyTranspose(_out &y, EPOTU _in &x) EPOTU;
/* opérateur rebind */
UGĭQNCUG<UZQGOCĭG _Tp1>





/* accès au corps */





$PEF ƍƋ  *OUFSGBDF EVOF #PÔUF/PJSF
/PVT QSPQPTPOT EPOD DFUUF BSDIJUFDUVSF QPVS UPVUFT MFTNBUSJDFT EBOT -JO#PY /PVT SFNBSRVPOT RVF
MFT NFNCSFT apply FU applyTranspose OF TPOU QMVT TFVMFNFOU UFNQMÏUÏT QBS EFT WFDUFVST NBJT QFVWFOU
UPVU BVTTJ CJFO QSFOESF FO BSHVNFOU EFT NBUSJDFT 	VUJMFT QFY EBOT MFT BMHPSJUINFT QBS CMPDT
 $FTU VOF
OPVWFMMF JOUFSGBDF EF apply RVJ MBJTTF QMVT EF MJCFSUÏT
/PVT SFNBSRVPOT RVF DFUUF JOUFSGBDF OFTU QBT NBYJNBMF 1BS FYFNQMF OPVT QPVSSJPOT SBKPVUFS VO
NFNCSF getEntry DBS MÏMÏNFOU )J, K* EVOF NBUSJDF " FTU MÏMÏNFOU J EV WFDUFVS A.apply(e_j) Pá
e_j FTU MF KF ÏMÏNFOU EF MB CBTF DBOPOJRVF $FQFOEBOU OPVT QSÏGÏSPOT OF QBT GPVSOJS DFUUF NÏUIPEF
QBS EÏGBVU DBS FMMF OFTU QBT QFSGPSNBOUF %BOT MFT DBT Pá FMMF OFTU QBT QSÏTFOUF VOF TPMVUJPO getEntry
QFSNFU UPVUFGPJT EF SÏDVQÏSFS DFUUF GPODUJPOOBMJUÏ $FMB GPSDF MF DPODFQUFVS EBMHPSJUINFT Ë VUJMJTFS EF
QSÏGÏSFODF EFT apply QMVT FďDBDFT
Ɛƍ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
7FDUFVST
6OF DPNNPEJUÏ MBSHFNFOU VUJMJTÏF EBOT -JO#PY DPOTJTUF Ë VUJMJTFS MFT WFDUFVST GPVSOJT QBS MB 45-
$FQFOEBOU JMT OF TPOU BMPST UFNQMÏUÏT RVF QBS EFT ÏMÏNFOUT OPO VO DPSQT /PVT BWPOT EPOD QSPQPTÏ
EF DSÏFS VOF DMBTTF VOJRVF Vector 	DPEF ƍƌ
 TVS MF NÐNF NPEÒMF RVF Matrix
OCĭGTQCEG vectorStorage {
ENCTT blas : QVDNKE dense {}; // dense avec des strides
ENCTT mari : QVDNKE dense {}; // m4ri
ENCTT ratdense : QVDNKE dense {}; // couple vecteur/dénominateur commun
ƍ ENCTT sparseSeq : QVDNKE sparse {}; // creux
ENCTT canonicalBasis : QVDNKE sparse {}; // base canonique
...
}
UGĭQNCUG<ENCTT _Field, ENCTT _Storage = VectorStorage::blas() >
Ɖƈ ENCTT Vector ;
$PEF ƍƌ  7FDUFVST VOJĕÏT EBOT -JO#PY
-JNQMBOUBUJPO OFTU FODPSF RVF QBSUJFMMFNFOU FČFDUVÏF NBJT FMMF FTU DBQJUBMF EBOT MF TFOT Pá VOF
JNQMBOUBUJPO QSPQSF EFT NBUSJDFT JNQPTF VOF EÏĕOJUJPO QSPQSF EFT WFDUFVST -FT GPSNBUT QSJODJQBVY
EF WFDUFVST EÏWFMPQQÏT TPOU EFT GPSNBUT EFOTFT 	ÏWFOUVFMMFNFOU BWFD EFT TUSJEFT
 EFT GPSNBUT DSFVY FU
EFT GPSNBUT FYUFSOFT 	DPNNF NĘSJ

ęĕĖ 0QÏSBUFVS SGDKOF FU NPEÒMF EBMMPDBUJPO
/PVT SBQQFMPOT RVF EBOT OPUSF NPEÒMF EBMMPDBUJPO OPVT BWPOT VOF EJDIPUPNJF FOUSF MFT PCKFUT RVJ
QPTTÒEFOU FU HÒSFOU MFVS NÏNPJSF FU DFVY RVJ MB QBSUBHFOU BWFD EBVUSFT /PUSF NPEÒMF EBMMPDBUJPO OPVT
JNQPTF FO QBSUJDVMJFS EF GBJSF BUUFOUJPO Ë MPQÏSBUFVS rebind 	DG DPEF ƍƍ
 $FU PQÏSBUFVS FTU DMBTTJRVF
EBOT MFT BMMPDBUFVST EFT TUSVDUVSFT TUBOEBSET EF MB 45-  JM QFSNFU BV NPZFO EVO typedef EF DIBOHFS MF
UZQF EF CBTF /PVT MVUJMJTPOT QPVS DIBOHFS MF DPSQT EF CBTF EVOF NBUSJDF JF GBJSF VO NPSQIJTNF EF




TUSVEU someMatrix< _Matrix >::rebind {
// typedef typename _Matrix::template rebind<_OtherField> Rebinder
ƍ UZQGFGH someMatrixOwner<Rebinder::PUJGS > PUJGS;
WPKF PQGSCUPS() (PUJGS & Ap, EPOTU Self_t& A) {
// Rebinder () (...);
}
Ɖƈ };
$PEF ƍƍ  &YFNQMF EPQÏSBUFVS rebind
$F NÏDBOJTNF EF rebind TÏMPJHOF EV TUBOEBSE NBJT QFSNFU VOF HSBOEF HÏOÏSJDJUÏ MPST EFT DPOWFS
TJPOT -B DMBTTF someMatrixOwner<T> FTU VOF DMBTTF RVJ DPOUJFOU VOF DPQJF EF T  MBQQFM Ë TPO PQÏSBUFVS
rebind QFSNFU EF DPOTUSVJSF FČFDUJWFNFOU Ap
ęĕė %FTDSJQUJPO EFT NBUSJDFT %/$6 FU DSFVTFT
® MPQQPTÏ EVOF #PÔUF/PJSF VOF NBUSJDF TPVT GPSNBU EFOTF PV DSFVY FTU MBQQSPDIF j UBCMFBV EF
OPNCSFT x EVOF NBUSJDF  DIBRVF ÏMÏNFOU QFVU ÐUSF BUUFJOU FU NPEJĕÏ 1PVS DF UZQF EF NBUSJDF OPVT
ƐƎ
ƍƉ .BUSJDFT FU 7FDUFVST EBOT -JO#PY  TJNQMJĕDBUJPO FU IPNPHÏOÏJTBUJPO
QPVWPOT GPVSOJS VOF JOUFSGBDF QMVT SJDIF 	DPEF ƍƎ
 /PUBNNFOU OPVT BWPOT EFT BDDÒT SBQJEFT FO MFD





/* constructeurs et dimensions */
ƍ ...
/* resize */
WPKF resize (size_t m, size_t n);
/* E/S */
UGĭQNCUG <ENCTT Field>
Ɖƈ std::istream &read (std::istream &file, EPOTU Field &F);
UGĭQNCUG <ENCTT Field>
std::ostream &write (std::ostream &os, EPOTU Field &F) EPOTU;
/* Éléments */
WPKF setEntry (size_t i, size_t j, EPOTU Element &a_ij);
Ɖƍ Element &refEntry (size_t i, size_t j);
EPOTU Element &getEntry (size_t i, size_t j) EPOTU;
Element &getEntry (Element &x, size_t i, size_t j) EPOTU;
/* utils */
Matrix &transpose (Matrix &M) EPOTU;
Ɗƈ /* Rebind */
/* Row, Col... iterators */
};
$PEF ƍƎ  "ODJFOOF JOUFSGBDF EVOF NBUSJDF
/PVT QSPQPTPOT VOF JNQMBOUBUJPO EFT NBUSJDFT BV GPSNBU BLAS 	DPEFT ƍƏ FU ƍƐ












$PEF ƍƏ  .BUSJDF EFOTF 	GPSNBU #-"4

UGĭQNCUG<ENCTT _Field>
ENCTT subMatrix<_Field, matrixStorage::blas> > {
UZQGOCĭG _Field::Element Element;
...
ƍ // pas de resize ici
QSPUGEUGF :
size_t _row, _col ;
size_t _r0, _c0 ;
size_t _stride ;
Ɖƈ Base_t& _ref ;
};
ƐƏ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
$PEF ƍƐ  4PVTNBUSJDF EFOTF 	GPSNBU #-"4

6OF Matrix FO SFQSÏTFOUBUJPO BLAS BMMPVF EPOD VOFNBUSJDF QMFJOF TPVT GPSNF EVO WFDUFVS *M MVJ FTU
QPTTJCMF EF NPEJĕFS TB UBJMMF 4J DFUUF NBUSJDF FTU EF UBJMMF N · O BMPST DF WFDUFVS BVTTJ FU MÏMÏNFOU )J, K*
FTU Ë MB QMBDF J · _col , K %BOT VOF WVF TVS DFUUF NBUSJDF BLAS MÏMÏNFOU )J, K* FTU Ë MB QMBDF )J , _r0* ·
_stride , මK , _c0ඹ
® DFUUF JOUFSGBDF OPVT BWPOT SBKPVUÏ OPUBNNFOU EFT NFNCSFT getRow refRow setRow FU MFVST BOB
MPHVFT QPVS MFT DPMPOOFT 	Col




-JNQMBOUBUJPO EFT NBUSJDFT DSFVTFT EBOT -JO#PY TF GBJTBJU BWFD EFT WFDUFVST DSFVY 
UGĭQNCUG <ENCTT _Element, ENCTT _Row>
ENCTT SparseMatrixBase<_Element, _Row, VectorCategories::SparseSequenceVectorTag
>;
$PEF ƍƑ  .BUSJDF DSFVTF EBOT -JO#PYĕĕě
/PVT QSPQPTPOT QPVS MF GPSNBU EF TUPDLBHF COO 	ĕHVSF ƋƉ
 MB DMBTTF TVJWBOUF QMVT HÏOÏSBMF EBOT
MB NÐNF WFJOF RVF MFT NBUSJDFT EFOTFT /PVT VUJMJTPOT VO DPSQT DPNNF QBUSPOT FU OPVT JEFOUJĕPOT MFT
"1* 	DG DPEF ƍƉƈ

OCĭGTQCEG matrixStorage {
TUSVEU sparse {} ;
TUSVEU COO : QVDNKE sparse {} ;
TUSVEU CSR : QVDNKE sparse {} ;
ƍ TUSVEU ELL : QVDNKE sparse {} ;
TUSVEU ELLR: QVDNKE sparse {} ;





ENCTT Matrix<_Field, matrixStorage::COO> {
//spécialisation par traits pour COO
};
$PEF ƍƉƈ  .BUSJDF DSFVTF TPVT GPSNBUT TUBOEBSET
5PVUFT MFT NBUSJDFT DSFVTFT TPVT VO GPSNBU EPOOÏ QPSUFOU MF NÐNF OPN Matrix MF QBUSPO _Storage
QFSNFU EF TQÏDJĕFS MFT GPSNBUT EF TUPDLBHF -JOUFSGBDF FTU MB NÐNF RVF DFMMFT EFT Matrix TPVT GPSNBU
BLAS -FT NFNCSFT getEntry setEntry FU refEntry QFVWFOU OÏDFTTJUFS VOF SFDIFSDIF TPVWFOU EBOT
VO UBCMFBV SBOHÏ QBS PSESF DSPJTTBOU $POUSBJSFNFOU BV DBT EFOTF DFT BDDÒT TFČFDUVFOU EPOD FO ਿӍ)*
BV MJFV EF ਿ)* 1BS DPOUSF setEntry EPJU JOTÏSFS VO ÏMÏNFOU FU refEntry EPJU DSÏFS VOF SÏGÏSFODF TVS
VO ÏMÏNFOU RVJ QFVU USÒT CJFO ÐUSF OVM  JM GBVU EPOD ÏWFOUVFMMFNFOU JOTÏSFS VO ÏMÏNFOU OVM $FMB QFVU
QSPWPRVFS EJWFST QSPCMÒNFT %BOT DFSUBJOT DBT 	QFY ELL
 PO QFVU ÏWFOUVFMMFNFOU VUJMJTFS MF  DPNNF
VO NBSRVFVS EF ĕO EF MJHOF DF RVJ FTU BMPST GBVY  PV BMPST MJOTFSUJPO QFVU ÐUSF USÒT DPßUFVTF EBOT
MF DBT EV GPSNBU ELL TJ MF OPNCSF EF DPMPOOFT NBYJNBM FTU EÏQBTTÏ JM GBVU FO HÏOÏSBM SÏBMMPVFS VO
UBCMFBV BWFD VOF DPMPOOF EF QMVT  PO EPVCMF MB NÏNPJSF OÏDFTTBJSF -FT NBUSJDFT DSFVTFT OÏDFTTJUFOU
CFBVDPVQ EBUUFOUJPO RVBOU Ë MB NBOJQVMBUJPO EF MFVST ÏMÏNFOUT 	FU MFVST JUÏSBUFVST
  JM GBVU QSJWJMÏHJFS
MFVS JOUFSGBDF #PÔUF/PJSF
6OF BVUSF EJČÏSFODF TF TJUVF EBOT read FU write Pá OPVT JOUSPEVJTPOT MF TVQQPSU EF EJČÏSFOUT GPS
NBUT 
ƐƐ
ƍƉ .BUSJDFT FU 7FDUFVST EBOT -JO#PY  TJNQMJĕDBUJPO FU IPNPHÏOÏJTBUJPO
-F GPSNBU sms EPOU MF OPNCSF EÏMÏNFOUT OPO OVMT FTU JODPOOV FU MB MFDUVSF TF GBJU KVTRVË MBQQBSJUJPO
EVO USJQMÏ 0 0 0 OÏDFTTJUBOU VOF OVNÏSPUBUJPO Ë QBSUJS EF  FU OPO EF  $IBRVF MJHOF FTU VO USJQMÏ
ligne colonne entrée
-F GPSNBU smf EPOU VOF NBKPSBUJPO EV OPNCSF EÏMÏNFOUT OPO OVMT nbnz FTU DPOOV EÒT MB QSFNJÒSF
MJHOF FU MB MFDUVSF TF GBJU KVTRVË MB ĕO EV ĕDIJFS PV EF nbnz MJHOFT EV ĕDIJFS -B OVNÏSPUBUJPO QFVU TF
GBJSF BMPST Ë QBSUJS EF 
$FT NÐNFT GPSNBUT EF ĕDIJFS NBJT TPVT VO GPSNBU EF EPOOÏF UZQF CSR -F GPSNBU FTU JEFOUJRVF
BVY GPSNBUT sms FU smf Ë DFDJ QSÒT RVVOF MJHOF EF EPOOÏFT FTU DPOTUJUVÏ TPJU EVO DPVQMF GPSNÏ QBS VO
OVNÏSP EF DPMPOOF FU VOF FOUSÏF TPJU EVO TJOHMFUPO -1 $IBRVF TJOHMFUPO DPSSFTQPOE BV TBVU EVOF
MJHOF 	ĕHVSF ƍƉ






'ĶĴ ƍƉ  'PSNBU EF ĕDIJFS $43
HÏOÏSBM EFVY FOUSÏFT BV MJFV EF USPJT
*M FTU QSÏWV EF TVQQPSUFS MFT GPSNBUT.BUSJY.BSLFU Ƌ FU EVUJMJTFS EFT DPNNFOUBJSFT FO EÏCVU EF ĕDIJFS
QPVS DPNQMÏUFS MFT TQÏDJĕDBUJPOT SÏQPOEBOU Ë OPT BUUFOUFT 	UZQFT EFOUSÏFT QMVT WBTUFT BVUSFT GPSNBUT
TVQQPSUÏT

"KPVUT Ë MJOUFSGBDF HÏOÏSJRVF
%BOT MF DBT EFTNBUSJDFT EFOTFT MF QSPCMÒNF EV GPSNBU EF TUPDLBHF OF TF QPTF QBT WSBJNFOU -FTNB
USJDFT EFOTFT TPOU TPVT GPSNBU BLAS MJHOF EBCPSE %BOT -JO#PY MFT NBUSJDFT EFOTFT OF TPOU FO QSBUJRVF
KBNBJT SFQSÏTFOUÏFT DPNNF WFDUFVST EF WFDUFVST PV DPMPOOF EBCPSE 1BS DPOUSF QPVS MFT NBUSJDFT
DSFVTFT TFMPO MFNQMPJ RVF MPO WFVU FO GBJSF MF GPSNBU EV GPSNBU TUPDLBHF QFVU ÐUSF VO QSPCMÒNF EF
CBTF /PVT QSPQPTPOT EFT DPOWFSTJPOT EF GPSNBU BWFD EFT GPODUJPOT import FU export -F NJOJNVN
SFRVJT QPVS DFT GPODUJPOT FTU MB DPOWFSTJPO EFWFST MF GPSNBU CSR "V CFTPJO QPVS ÏWJUFS MFT EPVCMFT
DPOWFSTJPOT EFT DPOWFSTJPOT QBSUJDVMJÒSFT 	QFY COO Ȕ ELL
 QFVWFOU ÐUSF TQÏDJBMJTÏFT
-B EJTUJODUJPO FOUSF ÏMÏNFOUT OVMT PV OPO ÏUBOU JNQPSUBOUF OPVT BWPOT EFT GPODUJPOT clean
RVJ TVQQSJNFOU MFT  JOVUJMFT PV VOF GPODUJPO GPODUJPO clearEntry RVJ QFSNFU EF TQÏDJBMJTFS
setEntry(i, j, F.zero)
ęĕĘ 1FSNVUBUJPOT
6O UZQF USÒT QBSUJDVMJFS EF NBUSJDF FTU DFMVJ EFT QFSNVUBUJPOT $FT NBUSJDFT OPOU QBT EJSFDUFNFOU
CFTPJO EF DPSQT QVJTRVF MFVST FOUSÏFT TPOU EFT OBUVSFMT TVS MFTRVFMT OPVT OBWPOT B QSJPSJ QBT EPQÏSBUJPO
Ë FČFDUVFS /PVT BWPOT DSÏÏ EFVY DMBTTFT QPVS DFT QFSNVUBUJPOT 
UGĭQNCUG<ENCTT _UINT, ENCTT _Storage>
ENCTT PermutationMatrix ;
UGĭQNCUG<ENCTT _UINT, PermutationStorage::LAPACK>





ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
$PEF ƍƉƉ  .BUSJDFT EF QFSNVUBUJPOT EBOT -JO#PY
-B QSFNJÒSF FTU MB SFQSÏTFOUBUJPO DPNQSFTTÏF EFT QFSNVUBUJPOT RVF MPO SFUSPVWF EBOT EF NVMUJQMFT
SPVUJOFT LAPACK 	BMPST DPVSBNNFOU BQQFMÏ ipiv
 6O WFDUFVS ipiv SFQSÏTFOUF MB EÏDPNQPTJUJPO EF
ϯ ҙ 4O FO QSPEVJU EF USBOTQPTJUJPOT ), ipiv[1]*Ֆ), ipiv[2]*ր )S, ipiv[r]* $FUUF EÏDPNQPTJUJPO FTU
ÏDPOPNJRVF EBOT MF TFOT Pá MBQQMJDBUJPO EF DFUUF USBOTQPTJUJPO Ë VOFNBUSJDF FTU MJUÏSBUJPO EVO OPNCSF
MJNJUÏ EÏDIBOHFT EF MJHOFT PV EF DPMPOOFT FU RVF MBQQMJDBUJPO EF MB QFSNVUBUJPO JOWFSTF DPOTJTUF TJN
QMFNFOU Ë BQQMJRVFS MFT USBOTQPTJUJPOT EBOT MF TFOT JOWFSTF
-B TFDPOEF DPSSFTQPOE Ë MB SFQSÏTFOUBUJPO OBUVSFMMF  VO WFDUFVS T EF UBJMMF O SFQSÏTFOUF ϯ ҙ 4O UFM
RVF TJ > ϯ)J*
/PVT BWPOT JNQMBOUÏ DFT DMBTTFT FO TF CBTBOU TVS MJOUFSGBDF VOJĕÏF EFT NBUSJDFT /PVT BWPOT QSÏ
GÏSÏ EJTUJOHVFS Matrix FU PermutationMatrix DBS MFT DPSQT EF CBTF TPOU USÒT EJČÏSFOUT ® MB MJNJUF
QPVSSJPOTOPVT DPOTJEÏSFS VO DPSQT UnparametricField<_Uint> PV VO indexDomain QPVS VOJĕFS DFT
EFVY UZQFT EFNBUSJDF %BOT MB DPOWFOUJPO LAPACK DFSUBJOFT GPODUJPOT DPNNF transpose PV getEntry
QFVWFOU ÐUSF USÒT DPßUFVTFT 1PVS Z SFNÏEJFS OPVT DPOTUSVJTPOT Ë MB EFNBOEF VOF SFQSÏTFOUBUJPO TUBO
EBSE DF RVJ GBDJMJUF DFSUBJOFT PQÏSBUJPOT /PVT Z HBHOPOT FO DPNQMFYJUÏ BSJUINÏUJRVF QBS FYFNQMF
TVS MFT GPODUJPO getEntry PV transpose BWFD VO TJNQMF DPßU FO O TVS MB NÏNPJSF
ęĕę 1SPMPOHFNFOUT
$F USBWBJM EF DPODFQUJPO B OPUBNNFOU ÏUÏ QFOTÏ QFOEBOU MFT EFVY QSÏDÏEFOUFT SÏVOJPOT BVUPVS EF
-JO#PY  %VCMJO#PY FU 3BMFJHI#PY -JNQMBOUBUJPO QSBUJRVF FTU FO DPVST FU TFČFDUVF EF NBOJÒSF JODSÏ
NFOUBMF %BOT -JO#PYĕė MFT NBUSJDFT TPOU UPVUFT UFNQMÏUÏFT QBS VO DPSQT SFTQFDUFOU UPVUFT MJOUFSGBDF
EVOF #PÔUF/PJSF FU SFTQFDUFOU MF NPEÒMF EBMMPDBUJPO WVFNÒSF 5FSNJOFS DF USBWBJM FTU VO PCKFDUJG NB
KFVS BWBOU -JO#PYĖĔ
/PVT BWPOT EPOD SÏVTTJ Ë VOJĕFS UPVUFT MFT NBUSJDFT EF -JO#PY EBOT VOF OPUBUJPO BTTF[ TJNQMF -F
QSPDIBJO QBT Ë GSBODIJS FOUSBÔOF MB DSÏBUJPO EVO apply QFSGPSNBOU /PVT QSPQPTPOT QPVS DFMB EF DSÏFS
VOF TPMVUJPO OPNNÏF mul QPVS MFT NBUSJDFToDPOUFOFVST 4B DPODFQUJPO DPOTUJUVF MPCKFU EF MB TFDUJPO
TVJWBOUF
ęĖ -B TPMVUJPO NVM
/PVT OPVT BUUBDIPOT EBOT DFUUF TFDUJPO Ë EÏDSJSF DPNNFOU JNQMÏNFOUFS HÏOÏSJRVFNFOU FU FďDB
DFNFOU VOF TPMVUJPO RVJ QFSNFU MFT NVMUJQMJDBUJPOT FOUSF NBUSJDFT FU BWFD EFT WFDUFVST *NQMÏNFOUFS
VOF TPMVUJPO mul DFTU GPVSOJS VOF TPMVUJPO EF OJWFBV BLAS  DFTU VOF SPVUJOF EF CBTF EBMHÒCSF MJOÏBJSF
FU EBOT DFU FTQSJU OPVT QMBÎPOT MB NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDFoWFDUFVS EBOT VO FTQBDF EF OPNT blas2 ƌ FU
MB NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDFoNBUSJDF EBOT blas3 $FT FTQBDFT EF OPNT BQQPSUFOU EV TFOT  GBWPSJTFOU MB
DPNQSÏIFOTJPO EV SFMFDUFVS BV DPEF RVJ MFT VUJMJTFOU $FQFOEBOU DPOUSBJSFNFOU BVY SPVUJOFT BLAS
EPOU MFT TQÏDJĕDBUJPOT TPOU USÒT TUSJDUFT OPUSF TPMVUJPO mul EPJU TBEBQUFS Ë EJWFST TUSVDUVSFT EF EPOOÏFT
FU DPSQT EF CBTF
/PVT BWPOT EPOD WPVMV DSÏFS VOF TPMVUJPO mul.h EPOU MJOUFSGBDF FTU VOF TJNQMF GPODUJPO UFNQMÏUÏF 
/* C = AB */
UGĭQNCUG<ENCTT _Matrix1, ENCTT _Matrix2, ENCTT _Matrix3, ENCTT _Method>
_Matrix1& mul ( _Matrix1& C, EPOTU _Matrix2& A, EPOTU _Matrix3& B
, EPOTU _Method& myMehtod = mul3Method::FGHCVNU() ) EPOTU ;
4FMPO MB NÏUIPEF DIPJTJF 	USJQMF CPVDMF 4USBTTFO SFTUFT DIJOPJT FUD
 MB OBUVSF EV DPSQT 	FOUJFS
NPEVMBJSF FUD
 FU MF UZQF EF NBUSJDF 	BLASNĘSJ DSFVTF FUD
 DFUUF TPMVUJPO BQQFMMF EJWFST BMHPSJUINFT
ƌ  QBS BOBMPHJF BWFD MFT OJWFBVY Ɗ FU Ƌ EFT TQÏDJĕDBUJPOT BLAS
Ƒƈ
ƍƊ -B TPMVUJPO NVM
-F TFVM QSÏSFRVJT FTU RVF _Matrix1 QPTTÒEF VO NFNCSF setEntry &O QBSUJDVMJFS MJOUFSGBDF EFT #PÔ
UF/PJSF BDUVFMMF QFVU BMPST QSFOESF MB GPSNF BV MJFV EV USBEJUJPOOFM EPNBJOF QMVT DPOUSBJHOBOU 
UGĭQNCUG<ENCTT _outVector, ENCTT _inVector>
OutVector &apply (_outVector &y, EPOTU _inVector &x) EPOTU
{
//return _MD.vectorMul (y, *this, x);
ƍ SGUVSO blas2::mul(y, *UJKT, x);
}
$PEF ƍƉƊ  *NQMBOUBUJPO Eapply TVS VO WFDUFVS QBS TPMVUJPO mul
ęĖĕ .VMUJQMJDBUJPO HÏOÏSJRVF  TZTUÒNF DPOUSÙMFVSoNPEVMFT
/PVT BMMPOT NBJOUFOBOU EPOOFS VO QBUSPO EBMHPSJUINF HÏOÏSJRVF FU FďDBDF RVF OPVT BQQMJRVPOT
EBOT MF DBT EF MB NVMUJQMJDBUJPO EFOTF $F NPEÒMF QFSNFU EPCUFOJS EFT QFSGPSNBODFT BV NPJOT BVTTJ
CPOOFT RVF DFMMFT EV NFJMMFVS BMHPSJUINF Ë EJTQPTJUJPO
4FVJMT FU $BTDBEFT
4VQQPTPOT RVF OPVT JNQMÏNFOUJPOT VO BMHPSJUINF SÏDVSTJG EPOU OPVT QVJTTJPOT DIPJTJS MFT DBT EF
CBTFT $PNNFOU JNQMBOUFS HÏOÏSJRVFNFOU VO UFM BMHPSJUINF EPOU MFďDBDJUÏ TPJU HBSBOUJF  
/PVT QSPQPTPOT VONPEÒMF EBOT MFRVFM MFT BQQFMT SÏDVSTJGT TF GPOU UPVT EBOT VOF QSPDÏEVSF TÏQBSÏF
	MFT NPEVMFT
 FU BQQFMMFOU UPVT FO SFUPVS VOF SPVUJOF EF CBTF 	MF DPOUSÙMFVS
 $FUUF GBÎPO EF DPEFS
QSÏTFOUF VO EPVCMF JOUÏSÐU  MF DPOUSÙMFVS DIPJTJU UPVKPVST MB NFJMMFVSF SPVUJOF RVJM B Ë TB EJTQPTJUJPO
FU MFT NPEVMFT GPODUJPOOFOU DPNNF EFT SPVUJOFT TQÏDJBMJTÏFT WPJSF QFVWFOU ÐUSF DPOTJEÏSÏFT DPNNF
TZTUÒNF EF HSFČPOT 	QMVHJO
 /PVT TDIÏNBUJTPOT DF QBUSPO EBOT MB ĕHVSF ƍƊ
® OPUSF DPOOBJTTBODF JM OFYJTUF QBT EF QBUSPO EF DPODFQUJPO RVJ HPVWFSOF DFUUF DPOTUSVDUJPO -F
QBUSPO TUSBUÏHJF TFO SBQQSPDIF MF QMVT /PVT QSPQPTPOT EF GBJSF VOF BOBMPHJF BWFD EFT DPOUSÙMFVST QPVS
TZTUÒNFT EZOBNJRVFT VOF GPJT RVF MF DPOUSÙMFVS B FOWPZÏ VOF DPSSFDUJPO BV TZTUÒNF JM SFÎPJU EF






'ĶĴ ƍƊ  1BUSPO EF DPODFQUJPO DPOUSÙMFVSoNPEVMFT
%BOT MB ĕHVSF ƍƋ OPVT JMMVTUSPOT DFUUF JEÏF TVS VO FYFNQMF EF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF EFOTF
VUJMJTBOU VO BMHPSJUINF SÏDVSTJG EF UZQF 8JOPHSBE 	UBCMFBV ƉƉ
 FU QFY VO DBT EF CBTF UZQF BLAS
/PVT QSPVWPOT EBOT MFT ĕHVSFT ƍƌ Ë ƍƎ MF CJFO GPOEÏ EVO UFM BMHPSJUINF FO DBTDBEF -VUJMJTBUJPO EF
DFT TFVJMT QFSNFU FO FČFU EF EJNJOVFS MFT DPNQMFYJUÏT TQBUJBMFT FU BSJUINÏUJRVFT EFT EJWFST BMHPSJUINFT
/PVT USBÎPOT MFT DPNQMFYJUÏT SFMBUJWFT UIÏPSJRVFT QPVS MFT USPJT BMHPSJUINFT TVJWBOUT FO VUJMJTBOU MFT
GPSNVMFT EF MB TFDUJPO ƉƊ 
 MBMHPSJUINF OBÕG TFVM 	DMBTTJRVF USJQMF CPVDMF
 
 MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE TFVM 	UBCMFBV ƉƉ
 
 MBMHPSJUINF ƍƉ BWFD QPVS BaseCase MBMHPSJUINF OBÕG FU QPVS RecursiveCase MBMHPSJUINF EF
8JOPHSBE
ƑƉ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
"MHPSJUINF ƍƉ  AlgoSeuil  DPOUSÙMFVS
&OUSÏFT  " FU # EFOTFT EF EJNFOTJPOT
SFTQ O · L FU L · O
4PSUJFT  $ > " · #
TJ NJO)N, L, O* = U BMPST
#BTF$BTF	$"#






"MHPSJUINF ƍƊ  RecursiveCase  NPEVMF
SÏDVSTJG
&OUSÏFT  " # $ FU U DPNNF DJDPOUSF
4PSUJFT  $ > " · #
%ÏDPVQF "#$ FO 4J,5Jր
1J > AlgoSeuil)4J,5J, U*
SFUPVSOFS $
'ĶĴ ƍƋ  $PODFQUJPO EVO BMHPSJUINF SÏDVSTJG DPOUSÙMÏ
/PVT SFNBSRVPOT RVF QPVS MB DPNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF EÒT VO TFVJM EF  PO B UIÏPSJRVFNFOU VO
HBJO 1BS DPOUSF FO DPNQMFYJUÏ TQBUJBMF JM GBVU MJNJUFS MF OPNCSF EBQQFMT SÏDVSTJGT QPVS RVJM Z BJU VO
SÏFM JOUÏSÐU &O SFWBODIF MF OPNCSF EBMMPDBUJPOT FTU ESBTUJRVFNFOU SÏEVJU EBOT MBMHPSJUINF FO DBTDBEF
$FUUF NÏUIPEF UPVU Ë GBJU HÏOÏSBMF EF DPODFQUJPO DPOUSÙMFVSoNPEVMF QFSNFU EVOF QBSU MB SÏVUJ
MJTBUJPO EFT NPEVMFT FU EBVUSF QBSU BTTVSF BVUPNBUJRVFNFOU MFďDBDJUÏ 1BS FYFNQMF VOF UFDIOJRVF
EF DBTDBEF QFSNFU EF GPVSOJS VO BMHPSJUINF HMPCBM UPVKPVST QMVT SBQJEF RVF MFT NPEVMFT QBSUJDVMJFST
&O PVUSF MF DPOUSÙMFVS B VOF UPUBMF MJCFSUÏ EF DIPJY EF NPEVMFT QPVWBOU QBS FYFNQMF TBEBQUFS Ë MBS
DIJUFDUVSF 	DG CFODINBSLT
 BVY SFTTPVSDFT 	OPUBNNFOU MB NÏNPJSF
 FU BVY NPEVMFT EJTQPOJCMFT -B
DPODFQUJPO EVO DPOUSÙMFVS EPJU UPVUFGPJT SFTQFDUFS VOF SÒHMF  MFT DZDMFT QSPDFTTFVST VUJMJTÏT QPVS GBJSF
MFT DIPJY EPJWFOU ÐUSF SÏEVJUT QFY MJNJUÏT Ë RVFMRVFT CSBODIFNFOUT PV switchFT
ęĖĖ /PVWFMMFT SPVUJOFT %/$6 EBOT ''-"4
%BOT MÏMBCPSBUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO HÏOÏSJRVF OPVT OPVT SFUSPVWPOT TPVWFOU EFWBOU EFT BMHP
SJUINFT USÒT TQÏDJĕRVFT Ë JNQMBOUFS 6O FYFNQMF QSPWJFOU EF MB DSÏBUJPO SBQJEF EF NBUSJDFT BMÏBUPJSFT
EF SBOH EPOOÏ QPVS MBRVFMMF OPVT BWPOT DIPJTJ EF NVMUJQMJFS VOF NBUSJDF USJBOHVMBJSF JOGÏSJFVSF JOWFS
TJCMF BWFD VOFNBUSJDF USJBOHVMBJSF TVQÏSJFVSF EF SBOH EPOOÏ 6UJMJTFS VOF SPVUJOF UZQF ftrmm RVJ QSFOE
FO BSHVNFOU VOF NBUSJDF USJBOHVMBJSF FU VOF NBUSJDF EFOTF OFTU QBT PQUJNBM  OPVT BWPOT EPOD QSPQPTÏ
EFT BMHPSJUINFT FO QMBDF RVJ QFSNFUUFOU EFNVMUJQMJFS QMVT SBQJEFNFOU EFTNBUSJDFT USJBOHVMBJSFT FOUSF
FMMFT
ęĖĖĕ .VMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT USJBOHVMBJSFT
*M OFYJTUF QPVS MF NPNFOU QBT EF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF EF NBUSJDFT USJBOHVMBJSFT BVUSF RVF
GUSNN 	5SJBOHVMBS NBUSJYNBUSJY NVMUJQMJDBUJPO
 QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO EVOF NBUSJDF USJBOHV
MBJSF FU EVOF NBUSJDF EFOTF $FUUF PQÏSBUJPO GBJU QBSUJF EFT TQÏDJĕDBUJPOT BLAS BWFD MB TJHOBUVSF
(x)trmm(side, uplo, transA, diag, m, n, alpha, A, ldA, B, ldB) -PQÏSBUJPO FTU GBJUF FO QMBDF
EBOT MB NBUSJDF SFDUBOHVMBJSF EFOTF # /PVT DIFSDIPOT EPOD Ë DSÏFS VOF PQÏSBUJPO 	OPNNÏF ftrtrm

RVJ QFSNFU EF NVMUJQMJFS FOUSF FMMFT EFVY NBUSJDFT USJBOHVMBJSFT " FU # FO QMBDF EBOT MB TFDPOEF # -B
TJHOBUVSF QSPQPTÏF FTU 
ftrtrm(side, uploA, trans, diag, uploB, n, alpha, A, ldA, B, ldB) ;
$PEF ƍƉƋ  ftrtrm
-PQÏSBUJPO FČFDUVÏF FTU # Ъ ϟPQ )"*·# PV # Ъ ϟ#·PQ )"* TFMPO MF QBSBNÒUSF side -B EJBHPOBMF
EF " FTU JNQMJDJUFNFOU VOJUBJSF TFMPO MF QBSBNÒUSF diag 4FMPO MF QBSBNÒUSF trans TPJU PQ)"* > Ե"
TPJU PQ)"* > " -FT NBUSJDFT " FU # TPOU DPOTJEÏSÏFT USJBOHVMBJSFT JOGÏSJFVSFT PV TVQÏSJFVSFT TFMPO MFT
QBSBNÒUSFT uploA FU uploB
ƑƊ
ƍƊ -B TPMVUJPO NVM
'ĶĴ ƍƌ  $PNQMFYJUÏ BMHPSJUINJRVF EF MB DBTDBEF
8JOPHSBE#-"4
'ĶĴ ƍƍ  $PNQMFYJUÏ TQBUJBMF EF MB DBTDBEF
8JOPHSBE#-"4
'ĶĴ ƍƎ  /PNCSF EBMMPDBUJPOT UPUBM QPVS MB
DBTDBEF 8JOPHSBE#-"4
ƑƋ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
-B EJďDVMUÏ BMHPSJUINJRVF QSPWJFOU EV GBJU RVF MFT EPOOÏFT Ë MFYUÏSJFVS EV UBCMFBV USJBOHVMBJSF EF
UBJMMF O · O EBOT MB NBUSJDF )#, ldB* OF EPJWFOU QBT ÐUSF NPEJĕÏFT 1BS FYFNQMF MPSTRVF MFT NBUSJDFT
USJBOHVMBJSFT JOGÏSJFVSFT FU TVQÏSJFVSFT TPOU TVQFSQPTÏFT EBOT VO NÐNF UBCMFBV EF EPOOÏFT MF SÏTVMUBU
SFQSÏTFOUÏ QBS MB NBUSJDF FOUJÒSF EPJU TF SFUSPVWFS DBMDVMÏ DPSSFDUFNFOU FO QMBDF









6Ҩ /Ҩ 6Ҩ ׁׂׂׂ׃
/PVT QSPQPTPOT MFT BMHPSJUINFT TVJWBOUT QPVS MFTRVFMT OPVT TVQQPTPOT RVF OPVT BWPOT VOF GPOD
UJPO fgemm)uplo,", uplo,#,$* RVJ FČFDUVF MPQÏSBUJPO $ > $ , op)"* · op)#* %F QMVT EBOT MB TVJUF
MFT NBUSJDFT USJBOHVMBJSFT JOGÏSJFVSFT PV TVQÏSJFVSFT FO BSHVNFOU TFSPOU OPUÏFT - PV 6 FU MB NBUSJDF
SÏTVMUBU OPUÏF # QMVT IBVU FTU EÏDPVQÏF FO RVBESBOUT 
# > ๪ #/8 #/&#48 #4& ๫ /
%BOT MBMHPSJUINF ƍƋ OPVT QSPQPTPOT VO PSEPOOBODFNFOU QPVS MPQÏSBUJPO ftrtr(left,
istrans, L, U) JF 6 Ъ op)-* · 6 /PVT OPUPOT RVF MB DPQJF FČFDUVÏF Ë MÏUBQF Ƌ OFTU VUJMF
RVF MPSTRVF - FU 6 OF TPOU QBT TUPDLÏFT EBOT MB NÐNF NBUSJDF 	JF FO BSJUINÏUJRVF EF QPJOUFVST
L+n/2 !=U

"MHPSJUINF ƍƋ  ftrtr)left, istrans, -,6*
#4& Ъ ftrtr)left, istrans, -,6* /* recursive */
Ɖ #4& Ъ gemm)uplo, istrans,., notrans,/* /* dense accumulation */
Ɗ #/8 Ъ ftrmm)left, istrans, -,/* /* ftrmm */
Ƌ #48 Ъ . /* copy */
ƌ #48 Ъ ftrmm)right, istrans,6,.* /* ftrmm */
ƍ #/8 Ъ ftrtr)left, istrans, -,6* /* recursive */
-FT BVUSFT DPNCJOBJTPOT EF QBSBNÒUSFT QPVS ftrtrm TPOU EFT WBSJBOUFT EF MBMHPSJUINF ƍƋ
/PVT NPOUSPOT EBOT MBMHPSJUINF ƍƌ DPNNFOU BEBQUFS DFU BMHPSJUINF QPVS PCUFOJS QBS FYFNQMF
ftrtr)left, istrans,6, -*
"MHPSJUINF ƍƌ  ftrtr)left, istrans,6, -*
#/8 Ъ ftrtr)left, istrans,6, -* /* recursive */
#/8 Ъ fgemm)/, istrans,., notrans,#/8* /* dense accumulation */
#/& Ъ ftrmm)right, istrans,/, -* /* ftrmm */
#48 Ъ . /* copy */
#48 Ъ ftrmm)left, istrans,6,.* /* ftrmm */
#4& Ъ ftrtr)left, istrans,6, -* /* recursive */
%F NÐNF EFT PSEPOOBODFNFOUT BEÏRVBUT GPVSOJTTFOU BJTÏNFOU MFT BMHPSJUINFT DPSSFTQPOEBOU Ë
ftrtr(Ҩ, Ҩ, L, L) FU ftrtr(Ҩ, Ҩ, U, U) 	QFY BMHPSJUINF ƍƍ

"MHPSJUINF ƍƍ  ftrtr)right, istrans, -)*, -)**
#48 Ъ ftrmm)right, istrans, -)* ,.)** /* trmm */
#48 Ъ #48 , ftrmm)left, istrans, -)* ,.)** /* trmm dans - */
#/8 Ъ ftrtrm)right, istrans, -)* , -)* ,., notrans,#/8* /* Recursive */
#4& Ъ ftrtrm)right, istrans, -)* , -)* ,., notrans,#/8* /* Recursive */
Ƒƌ
ƍƊ -B TPMVUJPO NVM
3BQQFM EFT DPNQMFYJUÏT
/PVT SBQQFMPOT MFT DPNQMFYJUÏT EFT BMHPSJUINFT QPVS MFT PSEPOOBODFNFOUT QSPQPTÏT UFMMFT RVF DBM
DVMÏFT EBOT <%(1ƈƐ> FU FO VUJMJTBOU VOF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF FO .)O* > Oϵ 
8ftrmm)O* > ϵ ң .)O*/
-B DPNQMFYJUÏ EF MBMHPSJUINF ftrtrm RVF MB DPQJF TPJU FČFDUVÏF PV OPO FČFDUVÏF WÏSJĕF 
8ftrtrm-LU)O* > ϵ)ϵ ң * )ϵ ң *.)O*/
%BOT MF DBT OPO TZNÏUSJRVF OPVT BWPOT 
8ftrtrm-LL)O* > )ϵ ң * )ϵ ң *.)O*/
$FU BMHPSJUINF QFVU BJOTJ ÐUSF VUJMJTÏ EBOT MB TPMVUJPO mul MPSTRVF MFT NBUSJDFT " FU # TPOU USJBOHVMBJSFT
EFOTFT EJNJOVBOU MF UFSNF DPOTUBOU EFWBOU Oϵ EF  Ë , PV , QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF EF
8JOPHSBE
ęĖĖĖ .VMUJQMJDBUJPO NPEVMBJSF TVS UZQFT FOUJFST
-FT SPVUJOFT BLAS POU EBCPSE ÏUÏ DSÏÏFT QPVS MFT OVNÏSJDJFOT -FT UZQFT EF EPOOÏFT TVQQPSUÏT TPOU
MFT SÏFMT FO TJNQMF FU EPVCMF QSÏDJTJPO 	float FU double
 FU MFT DPNQMFYFT 	TJNQMF FU EPVCMF QSÏDJTJPO
BVTTJ
 &O QBSUJDVMJFS JM OFYJTUF QBT EF SPVUJOFT QPVS MFT UZQFT FOUJFST 	OJ QPVS MB RVBESVQMF QSÏDJTJPO

"WFD MFT OPVWFMMFT JOTUSVDUJPOT 4*.% TVS MFT UZQFT FOUJFST 	44& "79
 JM FTU SBJTPOOBCMF EFOWJTBHFS UFTUFS
MFT QFSGPSNBODFT EF QFUJUT OPZBVY UFMT fgemm TVS MFT FOUJFST &O PVUSF MFT PQÏSBUJPOT TVS MFT UZQFT FOUJFST
OPO TJHOÏT TF GPOU FO GBJU NPEVMP  PV   QPVS DFT NPEVMJ QBSUJDVMJFST MB SÏEVDUJPO NPEVMBJSF OFTU
BMPST QBT OÏDFTTBJSF FU JM FTU QPTTJCMF EFO UJSFS QBSUJF QBS FYFNQMF EBOT VO DBT EF CBTF EVO TDIÏNB EF
SFTUFT DIJOPJT
ęĖė .VMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT FOUJÒSFT
-B NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT FOUJÒSFT BQQPSUF EJWFSTFT DPNQMJDBUJPOT QBS SBQQPSU Ë DFMMF TVS MFT
DPSQT ĕOJT &O QBSUJDVMJFS MB UBJMMF EF MB NBUSJDF SÏTVMUBU OFTU QBT DPOOVF Ë MBWBODF FU HÏOÏSBMFNFOU
CJFO QMVT JNQPSUBOUF RVF DFMMF EFT NBUSJDFT PQÏSBOEFT "VTTJ MB NVMUJQMJDBUJPO BUPNJRVF OFTU QBT BVTTJ
SBQJEF RVF DFMMF TVS MFT UZQFT OBUJGT FU MFT TUSVDUVSFT EF EPOOÏFT SFQSÏTFOUBOU MFT FOUJFST MPOHT TPOU
QMVT DPNQMJRVÏFT 5PVUFT DFT SFNBSRVFT WPOU OPVT DBVTFS CJFO EFT QSPCMÒNFT 1PVS OPVT BUUBRVFS Ë DF
QSPCMÒNF OPVT DPOTJEÏSPOT EJWFST BMHPSJUINFT  MBMHPSJUINF OBÕG MFT SFTUFT DIJOPJT FU DFMVJ EF 4USBT
TFOo8JOPHSBE BWFD DPNNF DBT EF CBTF MVO EFT EFVY QSÏDÏEFOUT
ęĖėĕ -BMHPSJUINF USJQMF CPVDMF
$FU BMHPSJUINF FTU MF QMVT GBDJMF Ë JNQMBOUFS FU VUJMJTF EJSFDUFNFOU MFT FOUJFST FO NVMUJQSÏDJTJPO
EF HNQ 6OF TJNQMF USJQMF CPVDMF ijk PV jik GPVSOJSB HÏOÏSBMFNFOU EF CPOOFT QFSGPSNBODFT TVS MFT
QFUJUFT NBUSJDFT PV QFUJUT FOUJFST "V QSJY EF RVFMRVFT FČPSUT 	QSÏUSBOTQPTJUJPO EF TPVTNBUSJDFT EF #
PV TQÏDJBMJTBUJPO EF MPQÏSBUJPO BUPNJRVF mul TFMPO MB UBJMMF EFT PQÏSBOEFT TVS DIBRVF DPFďDJFOU EF "
FU EF # DPNNF EBOT '-*/5 FUD
 JM FTU QPTTJCMF EBNÏMJPSFS TFOTJCMFNFOU MFT QFSGPSNBODFT EVOF USJQMF
CPVDMF OBÕWF -B QBSBMMÏMJTBUJPO WJB 0QFO.1 EF DFUUF USJQMF CPVDMF FTU BVTTJ BTTF[ BJTÏF -B DPNQMFYJUÏ
EVO UFM BMHPSJUINF FTU OM)C* TJ M)C* FTU MB DPNQMFYJUÏ QPVS NVMUJQMJFS PV BEEJUJPOOFS EFVY FOUJFST EF
UBJMMF C FO FOUSÏF FU TJ O FTU MB UBJMMF EVOF NBUSJDF 	DBSSÏF QPVS TJNQMJĕFS

ęĖėĖ 3FTUFT DIJOPJT
*M FYJTUF EF OPNCSFVTFT JNQMBOUBUJPO EFT SFTUFT DIJOPJT  BWFD PV TBOT UFSNJOBJTPO BOUJDJQÏF PV
EFT TZTUÒNFT EF SÏTJEVT 	3/4 SFTJEVF OVNCFS TZTUFN
 EFT CBTFT DPNCJOÏFT 	NJYFE SBEJY
RVF MPO SF
Ƒƍ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
USPVWF FO QBSUJDVMJFS EBOT -JO#PY (JWBSP *.- PV '-*/5 /PVT SFOWPZPOT QBS FYFNQMF Ë <%(3Ɖƈ $4ƈƍ>
-B NÏUIPEF EFT SFTUFT DIJOPJT FTU USÒT FďDBDF QPVS MFT HSBOET FOUJFST FU FTU QBSBMMÏMJTBCMF 	OPUBNNFOU
MF DBMDVM EFT ම" NPE QJඹ·ම# NPE QJඹ 4J OPVT TVQQPTPOT RVF OPT FOUSÏFT TPOU EF UBJMMF C FU RVF OPVTVUJMJTPOT VOF NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDF SBQJEF TVS MFT SÏTJEVT ;ҦQJ; FO .)O* > Oϵ MB DPNQMFYJUÏ EFMBMHPSJUINF EFT SFTUFT DIJOPJT FTU ਿ)L.)O*,LCO* Pá L FTU MF OPNCSF EF OPNCSFT QSFNJFST SFRVJT QBS
FYFNQMF TJ DIBDVO B VOF UBJMMF Ϡ BMPST L > C,MPH)O*Ϡ 
ęĖėė "MHPSJUINF EF8JOPHSBE
*M FYJTUF UPVKPVST MB QPTTJCJMJUÏ EJNQMBOUFS VO BMHPSJUINF EF 8JOPHSBE %BOT DF DBT JM GBVU GBJSF BU
UFOUJPO Ë MBNÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF VUJMJTÏF DBS MFT UBJMMFT EFT UFNQPSBJSFT TPOU BSCJUSBJSFNFOU HSBOEFT
Ë MB HSBOEF EJČÏSFODF EF MB NVMUJQMJDBUJPO TVS VO ;ҦQ; Pá MFT DPßUT EFT PQÏSBUJPOT BUPNJRVFT TPOU VOJ
UBJSFT 4J. )O, C* FTU MF DPßU EVOFNVMUJQMJDBUJPO FOUJÒSF EBOT MF DBT EF CBTF BMPST MB DPNQMFYJUÏ EF MBMHP
SJUINF EF 8JOPHSBE  DG BMHPSJUINF ƈƊ BWFD Ɛ QSÏBEEJUJPOT Ə NVMUJQMJDBUJPOT FU Ə QPTUBEEJUJPOT
BWFD VO TFVM OJWFBV EF SÏDVSTJPO FTU OҦM )C* , . මOҦ,ਿ)C*ඹ , OҦM මC , MPH මOҦඹඹ
ęĖėĘ $POTUSVDUJPO EVO BMHPSJUINF EFNVMUJQMJDBUJPO FOUJÒSF
-FďDBDJUÏ EVOF NVMUJQMJDBUJPO FOUJÒSF EÏQFOE CFBVDPVQ EF MB UBJMMF EFT DPFďDJFOUT .JT Ë QBSU
MFT QFUJUFT UBJMMFT EF NBUSJDF DFTU EPOD VO QBSBNÒUSF OÏDFTTBJSF Ë DBMDVMFS BWBOU MB NVMUJQMJDBUJPO Ë
QSPQSFNFOU QBSMFS BĕO EF DIPJTJS MBMHPSJUINF BEÏRVBU  TBVG ÏWFOUVFMMFNFOU QPVS VO BMHPSJUINF Ë
UFSNJOBJTPO BOUJDJQÏF
5Įį ƍƉ  $PNQBSBJTPO EF EJWFST BMHPSJUINFT QPVS MB NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FOUJÒSF 	OPSNBMJTÏ QBS
O NBY )C", C#*0TFD/ · ң
 TVS +PSBO!JNBH
NBUSJDFT BMHPSJUINF
O C" C# OBÕG $3" '-*/5 8JOPoOBÕG 8JOPo$3" 8JOPo'-*/5
Ɖƈƈ Ɖƈ Ɖƈ ƈ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/PVT DPOTUBUPOT RVF MJNQMBOUBUJPO EFT SFTUFT DIJOPJT EF '-*/5 FTU FO HÏOÏSBM TJHOJĕDBUJWFNFOU QMVT
QFSGPSNBOUF RVF DFMMF EF -JO#PY FU RVF MFT j QFUJUT x DBT TPOU TPVWFOU NJFVY USBJUÏT BVTTJ &O PVUSF MVUJ
MJTBUJPO EF MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE QFVU FOUSBÔOFS EFT BNÏMJPSBUJPOT  BWFD MFT BMHPSJUINFT VUJMJTÏT
DFMB BQQBSBÔU TVS MFT QFUJUFT UBJMMFT EF NBUSJDFT FU HSBOEFT UBJMMFT FO FOUSÏF -FďDBDJUÏ EF MB NVMUJQMJDB
UJPO EÏQFOE JDJ BVUBOU EF MB DPNQMFYJUÏ RVF EF MJNQMBOUBUJPO /PVT QSPQPTPOT EPOD EF GPVSOJS UPVT MFT
BMHPSJUINFT Ë EJTQPTJUJPO EF NBOJÒSF Ë DF RVVO BVUSF NÏDBOJTNF 	DG TFDUJPO ƎƉ
 QFSNFUUF EF DIPJTJS
MF NFJMMFVS EBOT VO DBT EPOOÏ &O FČFU QSFOPOT MFYFNQMF EF '-*/5 QPVS MFRVFM MF DIPJY EF CBTDVMFNFOU
FOUSF MBMHPSJUINF USJQMF CPVDMF FU MFT SFTUFT DIJOPJT TF GBJU Ë QBSUJS EF DPOTUBOUFT JOEÏQFOEBOUFT EF MFO
WJSPOOFNFOU *M TF USPVWF RVFOUSF MFT MJHOFT ƌ FU ƍ EV UBCMFBV MBMHPSJUINF EF 8JOPHSBE BWFD DPNNF
ƑƎ
ƍƊ -B TPMVUJPO NVM
DBT EF CBTF MB SPVUJOF EF '-*/5 QSFOE MF QBT TVS MB SPVUJOF EF fmpz_mul EF '-*/5 6O NFJMMFVS TFVJM EBOT
DFUUF EFSOJÒSF BVSBJU QV ÏWJUFS DFMB FU SFOESF fmpz_mul JODPOEJUJPOOFMMFNFOU QMVT SBQJEF ƍ
6OF CPOOF JNQMBOUBUJPO EF NVMUJQMJDBUJPO TVS ; EPJU EPOD EÏKË QSFOESF FO DPNQUF MB UBJMMF EFT
NBUSJDFT FU EFT FOUSÏFT NBJT BVTTJ EF MFOWJSPOOFNFOU FU EFT QFSGPSNBODFT EFT BMHPSJUINFT EF CBTF
/PVT NFUUSPOT FO VWSF 	DIBQJUSF Ǝ
 EFT UFDIOJRVFT QPVS QBSWFOJS Ë TBEBQUFS Ë MFOWJSPOOFNFOU FU
BVY BMHPSJUINFT Ë EJTQPTJUJPO UBOEJT RVF MFT DIPJY EFT BMHPSJUINFT TFSPOU FČFDUVÏT FTTFOUJFMMFNFOU QBS
USBJUT
*NQMBOUBUJPO QBS USBJUT
'JOBMFNFOU MJNQMBOUBUJPO EF DIBRVF BMHPSJUINF 	DPEF ƍƉƌ
 TF GBJU EPOD QBS USBJUT Ǝ FU MB TPMVUJPO




UGĭQNCUG<ENCTT Matrix1, ENCTT Matrix2, ENCTT Matrix3>
Matrix1& mul(Matrix1 & C,
EPOTU Matrix2 & A,
ƍ EPOTU Matrix3 & B,
EPOTU RingCategories::IntegerTag & tag,





UGĭQNCUG<ENCTT Matrix1, ENCTT Matrix2, ENCTT Matrix3, ENCTT Method>
Matrix1& mul(Matrix1& C, EPOTU Matrix2& A, EPOTU Matrix3& B, EPOTU Method& meth)
{
Ɖƍ UZQGFGH UZQGOCĭG FieldTraits<UZQGOCĭG Matrix1::Field> matField ;
SGUVSO Protected::mul(C,A,B,matField::categoryTag(), meth);
}
$PEF ƍƉƌ  4ÏMFDUJPO EFT BMHPSJUINFT QBS USBJUT
$FUUF NÏUIPEF EF QSPHSBNNBUJPO QFSNFU EFČFDUVFS EFT DIPJY Ë MB DPNQJMBUJPO FU PČSF VOF GBDJ
MJUÏ EÏDSJUVSF  MF OPN EF MB GPODUJPO BQQFMBOUF FTU DPOTUBOU TFVMT MFT USBJUT DIBOHFOU DFTU VO FYFNQMF
UZQJRVF EF DPODFQUJPO QBS CMPDT EF CBTF
ęĖĘ $PODMVTJPO QSPMPOHFNFOUT
/PVT BWPOT WV EBOT DFUUF TFDUJPO EJWFSTFT BQQSPDIFT QPVS FČFDUVFS VOF NVMUJQMJDBUJPO NB
USJDFoNBUSJDF /PVT BWPOT DPOÎV EFT BMHPSJUINFT 
 FO DBTDBEF RVJ QFSNFUUFOU EBWPJS EF USÒT CPOOFT DPNQMFYJUÏT 
 EFT BMHPSJUINFT TQÏDJĕRVFT BVY QSPQSJÏUÏT EFT NBUSJDFT
/PVT QSPQPTPOT EPOD VO FOTFNCMF EBMHPSJUINFT EF CSJRVFT ÏMÏNFOUBJSFT RVF MB TPMVUJPO mul BEBQUF
FO GPODUJPO EFT DBSBDUÏSJTUJRVFT EFT NBUSJDFT FU DPNNF OPVT MF WFSSPOT EBOT VO QSPDIBJO DIBQJUSF FO
GPODUJPO EF MFOWJSPOOFNFOU
ƍ  "QSÒT Ë OPVT EÏWFMPQQFVST EF -JO#PY EF QBSUJS EF DFUUF TJUVBUJPO QPVS BNÏMJPSFS OPT SFTUFT DIJOPJT '-*/5 OVUJMJTBOU
NÐNF QBT EF SPVUJOFT BLAS QPVS MFVST DBT EF CBTF 
Ǝ  UBH EJTQBUDIJOHDG http://www.boost.org/community/generic_programming.html BVTTJ DPNNVOÏNFOU VUJMJTÏ
EBOT MB 45-
ƑƏ
ƍ $PODFQUJPO EVOF NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FďDBDF FU HÏOÏSJRVF  MB TPMVUJPO mul
'PSNFT EF )FSNJUF
/PVT HÏOÏSBMJTPOT DFUUF BQQSPDIF Ë EBVUSFT TPMVUJPOT 1BS FYFNQMF OPVT BWPOT JOUSPEVJU EBOT
-JO#PY MF DBMDVM EF MB GPSNF EF )FSNJUF EVOF NBUSJDF EFOTF Ə /PVT FO BWPOT EPOD JNQMÏNFOUÏ EJ
WFST BMHPSJUINFT 5PVU EBCPSE JM Z B MBMHPSJUINF DMBTTJRVF EF pgcd 	WPJS QBS FYFNQMF MBMHPSJUINF
ClassicHermite <4UPƑƌ DIBQJUSF Ƌ>
 /PVT BWPOT BVTTJ JNQMBOUÏ MBMHPSJUINF EF ,BOOBOo#BDIFN
	<,#ƏƑ>
 BNÏMJPSÏ QBS $IPVo$PMMJOT 	<$$ƐƊ>
 BJOTJ RVF MBNÏMJPSBUJPO EF MBMHPSJUINF EF .JDDJBO
DJPo8BSJOTDIJ 	<.8ƈƉ>
 QSPQPTÏF QBS <14Ɖƈ> 	FU JNQMBOUÏF QBS MFT BVUFVST EBOT 4BHF FU QBSUJFMMFNFOU
EBOT -JO#PY
 1BSNJ MFT BMHPSJUINFT BWFD SÏEVDUJPO NPEVMBJSF OPVT BWPOT JNQMBOUÏ VOF WBSJBOUF EF
MBMHPSJUINF DMBTTJRVF QBS pgcd FU EBOT TFT DBT EVUJMJTBUJPO VUJMJTÏ MB SPVUJOF NTL::HNF EF /5- %BOT MF
DBT Pá OPVT DIFSDIPOT Ë SÏEVJSF MB UBJMMF EFT DPFďDJFOUT EF 6 OPVT BWPOT BVTTJ JNQMBOUÏ MBMHPSJUINF
EF )BWBTo.BKFXTLJo.BUUIFXT 	<)..ƑƐ>
 'JOBMFNFOU OPVT BWPOT NPEJĕÏ MBMHPSJUINF EF <(+4ƈƉ>
EBOT MF DBT Pá MB QBSUJF FTTFOUJFMMF FTU TVQQPTÏF QFUJUF FU GBJU EPOD MB TJNQMJĕDBUJPO RVF MPST EV QSFNJFS
BQQFM SÏDVSTJG OPVT QPVWPOT TVQQPTFS RVF OPVT OPCUFOPOT BVDVO BVUSF ÏMÏNFOU EJBHPOBM RVF MVOJUÏ
-JNQMBOUBUJPO EVO BMHPSJUINF EF )FSNJUF B ÏUÏ GBJUF BWFD MF QSPUPUZQF EV DPEF ƍƉƍ 4FMPO MF QBSB
NÒUSF UFNQMBUF MB NBUSJDF VOJUBJSF FTU PV OFTU QBT DBMDVMÏF -B NÏUIPEF GBJU QBSUJF EVO FTQBDF EF OPN
	OBNFTQBDF
 OPNNÏ hermiteMethod /PVT BWPOT RVBUSF DIPJY EJNQMBOUBUJPO  MB NBUSJDF ) FTU USJBO
HVMBJSF JOGÏSJFVSF PV TVQÏSJFVSF MB NBUSJDF 6 FTU BQQMJRVÏF Ë ESPJUF PV Ë HBVDIF 	MJHOFT PV DPMPOOFT

-B GPODUJPO hermiteInBase GBJU QBSUJF EFT BMHPSJUINFT MFT EÏUBJMT ÏUBOU QMBDÏT EBOT MFTQBDF EF OPNT
Protected IBCJUVFM
UGĭQNCUG< ENCTT Ring
, DPPN withU >
BlasMatrix<Ring> &
hermiteInBase( BlasMatrix<Ring> & H
ƍ , BlasMatrix<Ring> & U
, EPOTU hermiteMethod::hermiteGCD & meth
, EPOTU implementedLeftLower &
)
$PEF ƍƉƍ  *NQMBOUBUJPO EF MBMHPSJUINF )FSNJUF
-PSTRVVOFNÏUIPEF OFTU QBT JNQMBOUÏF VOF SPVUJOF hermiteSwitcher FČFDUVF MFT USBOTGPSNBUJPOT
TVJWBOUFT RVJ QFSNFUUFOU EF QBTTFS EVOF EÏDPNQPTJUJPO Ë ESPJUF Ë VOF EÏDPNQPTJUJPO Ë HBVDIF FU EVOF
EÏDPNQPTJUJPO TFMPO MFT MJHOFT Ë VOF EÏDPNQPTJUJPO TFMPO MFT DPMPOOFT 
 transpose(hermite(A, right)) = hermite(transpose(A, left)) 
 TJ + FTU VOF NBUSJDF BOUJEJBHPOBMF J.hermite(A, left).J = hermite(J.A.J, right)
UGĭQNCUG< ENCTT Ring
, GOVĭ LinBoxTag::Side s
, GOVĭ LinBoxTag::Shape t
, ENCTT myMethod >
ƍ BlasMatrix<Ring>&
hermiteIn( BlasMatrix<Ring>& H
, EPOTU myMethod & meth = hermiteMethod::hermiteGCD()
)
{
Ɖƈ BlasMatrix<Ring> U(H.field(), 0, 0);
EPOTU DPPN withU = HCNTG;
Protected::hermiteSwitcher<Ring, s, t, withU, myMethod>(Z, H, U, meth);
SGUVSO H;
Ə -FČPSU B ÏUÏ QPSUÏ TVS MFT NBUSJDFT EFOTFT &O FČFU EFT UFDIOJRVFT DPNNF QBS FYFNQMF DFMMF QSÏTFOUÏF EBOT <#.Ɖƈ>
QFSNFUUFOU EF SÏEVJSF MF QSPCMÒNF TVS EFT NBUSJDFT DSFVTFT Ë EFT NBUSJDFT EFOTFT VOF ÏMJNJOBUJPO IFVSJTUJRVF FTU FČFDUVÏF
KVTRVË DF RVF MB NBUSJDF TPJU TVďTBNNFOU EFOTJĕÏF QPVS MBODFS VO BMHPSJUINF EFOTF SBQJEF
ƑƐ





, GOVĭ LinBoxTag::Side s
Ɗƈ , GOVĭ LinBoxTag::Shape t
, ENCTT myMethod >
BlasMatrix<Ring>&
hermite( BlasMatrix<Ring> & H
, EPOTU BlasMatrix<Ring> & A
Ɗƍ , EPOTU myMethod & meth = hermiteMethod::hermiteGCD()
{
H = A ;
hermiteIn<Ring, s, t>(H, meth);
SGUVSO H;
Ƌƈ }
$PEF ƍƉƎ  *NQMBOUBUJPO EF MB TPMVUJPO )FSNJUF
/PVT PCUFOPOT VO FOTFNCMF EJNQMBOUBUJPOT EF MB GPSNF EF )FSNJUF QPVS EFT NBUSJDFT EFOTFT TVS
MFT FOUJFST FU BWFD VOF JOUFSGBDF DPNNVOF MFT EJWFSTFT EÏĕOJUJPOT EF EÏDPNQPTJUJPOT EF )FSNJUF RVF
MPO QFVU USPVWFS EBOT MB MJUUÏSBUVSF
3ÏTPMVUJPO EF TZTUÒNFT FOUJFST
/PVT OPVT TPNNFT BVTTJ JOUÏSFTTÏT Ë MB SÏTPMVUJPO EF TZTUÒNFT FOUJFST QPVS MFTRVFMT OPVT BWPOT Ë
EJTQPTJUJPO EFT JNQMBOUBUJPOT EF MBMHPSJUINF EF %JYPO 	<%JYƐƊ>
 EBOT -JO#PY 	<(JPƈƌ>
 NBJT BVTTJ
*.- 	<$4ƈƍ>
 FU QSPQPTPOT MFVS BEBQUBUJPO BWFD MBMHPSJUINF EF .PFODL FU $BSUFS 	<.$ƏƑ>
 /PVT
NPOUSPOT RVF OPVT QPVWPOT EJSFDUFNFOU VUJMJTFS MFT SPVUJOFT E*.- EBOT -JO#PY TBOT DPOWFSTJPOT EF
EPOOÏFT  Ë MB EJČÏSFODF EF '-*/5  FU CÏOÏĕDJPOT BJOTJ EJSFDUFNFOU EF DFT SPVUJOFT
BlasMatrix<PID_integer> A(PID_integer(), m, n);
mpz_t * mp_A = preinterpret_cast<mpz_t*>(A.getPointer());
...
IML::nonsingSolvLlhsMM(IML::RightSolu,B.rowdim(),1, mp_A, mp_B, mp_N, mp_D);
$PEF ƍƉƏ  *.- XSBQQJOH
%BVUSF QBSU JM FYJTUF EFT BMHPSJUINFT OVNÏSJRVFToTZNCPMJRVFT RVJ TPOU OFUUFNFOU QMVT SBQJEFT
EBOT MFVS EPNBJOF EVUJMJTBUJPO 	FOUSÏFT EF UBJMMF FO HÏOÏSBMF JOGÏSJFVSF Ë ƌƈ CJUT
 DJUPOT QBS FYFNQMF
<8BOƈƎ 48:ƉƉ> JNQMBOUÏT QBS MFVST BVUFVST EBOT -JO#PY -F USBWBJM EF MB TPMVUJPO solve MË FODPSF





i#SFBLBHF JT UIF QSJDF ZPV IBWF UP QBZ GPS BEWBODFNFOUTw
.BSUJO %BMFTLJ
&KDS 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT
4PNNBJSF
ƎƉ (BSBOUJS EFT QFSGPSNBODFT QBS MFVS NFTVSF 	CFODINBSLJOH
             ƉƈƊ
ƎƉƉ %FT CFODINBSLT QPVS NFTVSFS UFTUFS QBSBNÏUSFS              ƉƈƊ
ƎƉƊ 6OF GSBNFXPSL EF CFODINBSLT QBSUBHÏF QBS MFT VUJMJTBUFVST FU MPQUJNJTFVS ƉƈƋ
ƎƉƋ 1SPMPOHFNFOUT                                ƉƈƎ
ƎƊ "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT  DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF          ƉƈƏ
ƎƊƉ 0QUJNJTBUJPOT NJDSPPQUJNJTBUJPOT  EÏĕ PV UFNQT QFSEV          ƉƈƐ
ƎƊƊ $PODFQUJPO HÏOÏSJRVF QBS CVJMEJOH CMPDLT 	CSJRVFT NPEVMBCMFT
      ƉƈƑ
ƎƊƋ $PODMVTJPO                                  ƉƉƊ
%Ĳ ĻļĺįĿĲłŅ MPHJDJFMT FU CJCMJPUIÒRVFT TPOU PQUJNJTÏT MPST EF MFVS JOTUBMMBUJPO -VO EFT QMVTDÏMÒCSFT QBSNJ DFVY RVF OPVT VUJMJTPOT FTU DFSUBJOFNFOU "5-"4  "VUPNBUJDBMMZ 5VOFE -JOFBS"MHFCSB 4VCSPVUJOFT DG <81%ƈƉ> $JUPOT BVTTJ QBS FYFNQMF /5- 1MVT SÏDFNNFOU VOF PQ
UJPO -pgo 	QSPĕMF HVJEFE PQUJNJTBUJPOT
 B ÏUÏ JOUSPEVJUF QPVS MF DPNQJMBUFVS HDD RVJ QFSNFU EF EÏĕOJS
MFT DPEFT HÏOÏSÏT MFT QMVT SBQJEFT TVS MFOWJSPOOFNFOU EF DPNQJMBUJPO -F QPJOU DPNNVO Ë UPVT DFT
FYFNQMFT FTU VOF NBDIJOFSJF QFSNFUUBOU BWBOU MJOTUBMMBUJPO EF EÏDPVWSJS MFT NFJMMFVST QBSBNÒUSFT
QPVS VOF BSDIJUFDUVSF EPOOÏF
%BOT MB CJCMJPUIÒRVF ''-"4''1"$, FO QBSUJDVMJFS JM FYJTUF OPUBNNFOU VOF PQUJPO EF DPOĕHVSBUJPO
--enable-optimizations RVJ QFSNFU EF EÏUFDUFS MFNFJMMFVS TFVJM EF CBTDVMFNFOU FOUSF MFT BMHPSJUINFT
EF8JOPHSBE FU DFVY EFT BLAS QPVS MBNVMUJQMJDBUJPONBUSJDJFMMF TVS EFT double /PVT WPVMPOT BMMFS QMVT
MPJO $FQFOEBOU Ë MB EJČÏSFODF EFT FYFNQMFT TVTDJUÏT OPT DIPJY EPQUJNJTBUJPOT QFVWFOU TF TJUVFS Ë
EFT OJWFBVY USÒT EJWFST FU DPNQMJRVFS EPOD OPUSF UÉDIF 
"V OJWFBV QVSFNFOU BMHPSJUINJRVF OPVT QPVWPOT ÏDSJSF EFNFJMMFVST BMHPSJUINFT BWFD EFNFJMMFVST
DPNQMFYJUÏT JNQMBOUFS EFT BMHPSJUINFT QMVT FďDBDFT EBOT DFSUBJOT DBT QBSUJDVMJFST EÏUFDUFS MFT
NFJMMFVST BMHPSJUINFT FO GPODUJPO EF EJWFST QBSBNÒUSFT
"V OJWFBV EFT SPVUJOFT EF CBTF OPVT BWPOT TPVWFOU MF DIPJY FOUSF EJWFSTFT JNQMBOUBUJPOT EPOU MFT
QFSGPSNBODFT QFVWFOU TJHOJĕDBUJWFNFOU WBSJFS TFMPO MFT BSDIJUFDUVSFT EF QSPDFTTFVST QBS FYFNQMF
/PVT BMMPOT EPOD BQQPSUFS 	TFDUJPO ƎƉ
 EFT QSPQPTJUJPOT EBVUPPQUJNJTBUJPO RVJ TFSPOU BTTF[ HÏOÏ
SJRVFT QPVS SFDPVWSJS OPT CFTPJOT EV DIPJY EF MB SÏEVDUJPO NPEVMBJSF FO GPODUJPO EV UZQF EBSHVNFOU
BV DIPJY EF MB NÏUIPEF EF SÏTPMVUJPO EF TZTUÒNF FO GPODUJPO EFT DBSBDUÏSJTUJRVFT EF MB NBUSJDF FO FO
USÏF FO QBTTBOU QBS MB TÏMFDUJPO EFT NFJMMFVST BMHPSJUINFT EF SFTUFT DIJOPJT /PVT WPVMPOT GPVSOJS VOF
ƉƈƉ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT
GSBNFXPSL DMBJSF FU HÏOÏSBMF QPVS QFSNFUUSF OPO TFVMFNFOU EFT NFTVSFT EF QFSGPSNBODFT NBJT BVTTJ
MFVS DPNQBSBJTPO
%BVUSF QBSU OPVT QSPĕUPOT EF DF TZTUÒNF EF NFTVSFT QPVS QFSNFUUSF Ë MVUJMJTBUFVS EF SFQSÏTFOUFS
MFT QFSGPSNBODFT EF MB CJCMJPUIÒRVF %BVUSFT MPHJDJFMT JNQMBOUFOU BVTTJ EFT NPZFOT EF NFTVSFS MFVST
QSPQSFT QFSGPSNBODFT 	%timeit EBOT 4BHF profiler.c EBOT '-*/5
  OPVT QSPQPTPOT EBTTPDJFS MFT
EFVY PCKFDUJGT  EFT CFODINBSLT 	CBOD EFTTBJ DPNQBSBUJG
 QPVS MFT ĕOT EF MVUJMJTBUFVS FU QPVS MPQUJNJ
TFVS BVUPNBUJRVF
&OTVJUF EBOT MB TFDUJPO ƎƊ OPVT QSPQPTPOT EFT NPEÒMFT EF DPODFQUJPO NPEVMBCMFT RVJ QFSNFUUFOU
EBTTVSFS EFT QFSGPSNBODFT UPVU FO HBSEBOU MF DPEF UPVU Ë GBJU HÏOÏSJRVF
Ěĕ (BSBOUJS EFT QFSGPSNBODFT QBS MFVS NFTVSF 	CFODINBSLJOH

-B DSÏBUJPO EVO SÏQFSUPJSF benchmark/ SÏQPOE Ë EFT BUUFOUFT NVMUJQMFT 	DG TFDUJPO ƎƉƉ
 -FT QSP
CMÒNFT RVJ TF QPTBJFOU BMPST ÏUBJFOU EF 
 TBTTVSFS EFT QFSGPSNBODFT FU EF MFVS SFQSPEVDUJCJMJUÏ 
 WÏSJĕFS MFT QFSGPSNBODFT FU EÏUFDUFS MFT SÏHSFTTJPOT 
 DSÏFS EFT PVUJMT QPVS NFTVSFS FČFDUJWFNFOU MFT QFSGPSNBODFT
/PVT QSPQPTPOT FOTVJUF 	TFDUJPO ƎƉƊ
 EFO EÏSJWFS EFT PVUJMT FU EF DSÏFS EFT QSBUJRVFT QPVS PQUJNJTFS
BVUPNBUJRVFNFOU OPUSF CJCMJPUIÒRVF FO EÏUFSNJOBOU Ë MJOTUBMMBUJPO MFT NFJMMFVST DIPJY EBMHPSJUINFT
TVS VOF BSDIJUFDUVSF EPOOÏF
Ěĕĕ %FT CFODINBSLT QPVS NFTVSFS UFTUFS QBSBNÏUSFS
%BOT VO QSFNJFS UFNQT OPVT EÏDSJWPOT QSÏDJTÏNFOU OPT NPUJWBUJPOT FU OPT PCKFDUJGT *MT TPOU
USJQMFT  EÏUFDUFS MFT SÏHSFTTJPOT GPVSOJS VO TZTUÒNF EF NFTVSF EF QFSGPSNBODFT Ë MVUJMJTBUFVS DSÏFS
VOF JOGSBTUSVDUVSF 	GSBNFXPSL
 EPQUJNJTBUJPO BVUPNBUJRVF EV DPEF
Ěĕĕĕ 5FTUFS FU DJCMFS MFT SÏHSFTTJPOT
*OJUJBMFNFOU DFUUF GSBNFXPSL B ÏUÏ DSÏÏF QPVS WÏSJĕFS MFT QFSGPSNBODFT EF fgemm OPUBNNFOU FO
GPODUJPO EFT QBSBNÒUSFT alpha FU beta NBJT BVTTJ FO GPODUJPO EFT DPSQT  VO ModularBalanced<T>
OÏUBJU QBT QMVT SBQJEF RVVO Modular<T> BMPST RVPO TBUUFOEBJU BV DPOUSBJSF "VDVO UFTU OF QFSNFUUBJU
EF WÏSJĕFS DFMB *M FTU DSJUJRVF EF WÏSJĕFS RVF MFT SPVUJOFT EF CBTF TPOU BVTTJ FďDBDFT RVBUUFOEV FU EBOT
MF DBT DPOUSBJSF JM OFTU QBT GPSDÏNFOU BJTÏ EF EÏUFDUFS MPST EF MFYÏDVUJPO EVO BMHPSJUINF DPNQMFYF
EPá QSPWJFOOFOU DFSUBJOFT QFSUFT EF QFSGPSNBODFT .FTVSFS MFT QFSGPSNBODFT FO UBOU RVF UFTU B EPOD
ÏUÏ VO QPJOU EF EÏQBSU
$POTJEÏSPOT QBS FYFNQMF MB DSÏBUJPO EVOF NBUSJDF BMÏBUPJSF TVS VO DFSUBJO DPSQT QBS MB DMBTTF
RandomMatrix /PVT EJTQPTPOT EVO BMHPSJUINF EF SÏGÏSFODF VUJMJTBOU QFY TJNQMFNFOU VOF GPOD
UJPO rand() FU EVOF UPMÏSBODF EJTPOT ϰ > & -F UFTU EF CFODINBSL QBTTFSB TJ Ë MB UPMÏSBODF
QSÒT MB DMBTTF RandomMatrix OFTU QBT BV NPJOT BVTTJ SBQJEF RVF MB SPVUJOF USJWJBMF TVS UPVUF MB QMBHF
EF WBMFVST %F DFUUF NBOJÒSF OPVT TPNNFT QBSWFOVT Ë EÏUFDUFS EF NBVWBJTFT JNQMÏNFOUBUJPOT EF MB
GPODUJPO init RVJ TFSBJFOU QBS BJMMFVST QBTTÏFT QSPCBCMFNFOU FODPSF MPOHUFNQT JOBQFSÎVFT
ĚĕĕĖ .FTVSFS MFT QFSGPSNBODFT
&OTVJUF JM EÏDPVMF QPVS MVUJMJTBUFVS EVO PVUJM QPVS SFQSÏTFOUFS HSBQIJRVFNFOU MFT QFSGPSNBODFT
EF UFM PV UFM BMHPSJUINF FU EF MFT DPNQBSFS 1BS FYFNQMF FO GPODUJPO EF EJWFST QBSBNÒUSFT 	NÏUIPEF
EPNBJOF
 JM FTU BJTÏ EF EÏDPVWSJS FU DPNQBSFS MFT DPNCJOBJTPOT RVJ QSPEVJTFOU MFT NFJMMFVSFT QFSGPS
NBODFT -FT CFODINBSLT MVJ QFSNFUUFOU BVTTJ EF DPNQBSFS BVUPNBUJRVFNFOU MFT BMHPSJUINFT EF -JO#PY
BWFD DFVY QSPWFOBOU EBVUSFT CJCMJPUIÒRVFT 	*.- /5-
 PV EF DPNQBSFS MFT QFSGPSNBODFT EF TPO OPV
WFM BMHPSJUINF FO GPODUJPO EF DF RVJ TF GBJU EÏKË EBOT MB CJCMJPUIÒRVF
ƉƈƊ
ƎƉ (BSBOUJS EFT QFSGPSNBODFT QBS MFVS NFTVSF 	CFODINBSLJOH

"VTTJ OPVT SBKPVUPOT MB DPOUSBJOUF RVJ EFNBOEF RVF MB DSÏBUJPO EVO UFM HSBQIJRVF TPJU BJTÏF QPVS
MVUJMJTBUFVS FU SÏDMBNF VO NJOJNVN EJOWFTUJTTFNFOU 'JOBMFNFOU QSPQPTFS VO TZTUÒNF EF NFTVSF EF
QFSGPSNBODFT QFSNFU EF TBTTVSFS EF MB SFQSPEVDUJCJMJUÏ EFT QFSGPSNBODFT NFTVSÏFT
Ěĕĕė ²UBCMJS EFT QBSBNÒUSFT QBS EÏGBVU
'JOBMFNFOU OPVT WPVMPOT VUJMJTFS DFUUF BSDIJUFDUVSF QPVS BNÏMJPSFS MFT QFSGPSNBODFT EF MB CJCMJP
UIÒRVF $FTU MVO EFT EÏĕT MFT QMVT SFMFWÏT EF DF TZTUÒNF EF NFTVSF &O FČFU VOF ÏUVEF FYIBVTUJWF EFT
QFSGPSNBODFT EFT EJWFST BMHPSJUINFT RVJ DPOTUJUVFOU MFT NÏUIPEFT EVOF TPMVUJPO QFSNFU EF DIPJTJS
MFT NÏUIPEFT QBS EÏGBVU FU BV CFTPJO EF MFT DIBOHFS $FTU FO QBSUJDVMJFS VUJMF QPVS WÏSJĕFS RVF MFT NÏ
UIPEFT IZCSJEFT PV TÏMFDUJWFT QBS EÏGBVU GPOU MFT CPOT DIPJY 	JF MFT QMVT FďDBDFT
 $FTU BVTTJ VUJMF QPVS
EÏDPVWSJS Ë MJOTUBMMBUJPO MFT NFJMMFVST QBSBNÒUSFT TVS VO FOWJSPOOFNFOU EPOOÏ FYBDUFNFOU DPNNF
--enable-optimisation MPST EF MB DPOĕHVSBUJPO EF ''-"4''1"$, QFSNFU EF USPVWFS QPVS fgemm MF
NFJMMFVS TFVJM FOUSF MB NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF QBS 8JOPHSBE FU DFMMF BWFD MFT BLAS
"JOTJ MF EÏWFMPQQFVS USPVWFSB VO PVUJM QPVS UFTUFS BVUPNBUJRVFNFOU TJ VOF NPEJĕDBUJPO RVJM B
BQQPSUÏF RVFMRVF QBSU EBOT VO DPEF FOUSBÔOF VOF SÏHSFTTJPO  MVUJMJTBUFVS WÏSJĕFSB RVF TPO JOTUBMMBUJPO
FTU DPSSFDUF FU BVSB VOF WVF EFOTFNCMF EFT QFSGPSNBODFT BDDFTTJCMFT TVS TB NBDIJOF
/PVT BMMPOT NBJOUFOBOU QSÏTFOUFS MBSDIJUFDUVSF NJTF FO VWSF QPVS NFTVSFS BVUPNBUJRVFNFOU FU
FďDBDFNFOU MFT QFSGPSNBODFT
ĚĕĖ 6OF GSBNFXPSL EF CFODINBSLT QBSUBHÏF QBS MFT VUJMJTBUFVST FU MPQUJNJTFVS
$PNNF OPVT MBWPOT EÏKË NFOUJPOOÏ VO PCKFDUJG EF DF TZTUÒNF EF CFODINBSLT FTU EF QPVWPJS QSP
EVJSF GBDJMFNFOU EFT UBCMFBVY EF EPOOÏFT EF RVBMJUÏ FU EF MFT FYQMPJUFS BJTÏNFOU OPUBNNFOU QBS EFT
DSÏBUJPOT EF HSBQIFT  JM FTU GBDJMFNFOU FYUFOTJCMF QBS MVUJMJTBUFVS  DFTU VOF GPSNF EF HÏOÏSJDJUÏ
ĚĕĖĕ 1SPEVDUJPO EF HSBQIJRVFT
6O EF OPT CVUT FTU EPOD MB QSPEVDUJPO TJNQMJĕÏ EF HSBQIFT EF RVBMJUÏ SFQSÏTFOUBOU EFT NFTVSFT
EF QFSGPSNBODFT /PVT BMMPOT EÏDSJSF MB DPODFQUJPO EFT DMBTTFT RVJ QFSNFUUFOU EF SÏQPOESF Ë DFUUF
RVFTUJPO
"CTUSBDUJPO EF HOVQMPU
5PVU EBCPSE MF MPHJDJFM MJCSF HOVQMPU Ɖ QFSNFU EF DSÏFS EFT HSBQIJRVFT EF RVBMJUÏ Ë QBSUJS EF UBCMFBVY
EF EPOOÏFT FU EVO MBOHBHF EF TDSJQU  DF MPHJDJFM FTU EPOD UPVU Ë GBJU QFSUJOFOU RVBOU Ë OPT CFTPJOT
&OTVJUF OPVT BWPOT WPVMV QFSNFUUSF Ë MVUJMJTBUFVS EF QPVWPJS MVUJMJTFS TBOT BWPJS Ë DPOOBÔUSF TB TZO
UBYF PV TFT PQUJPOT TJNQMFNFOU Ë USBWFST VOF DMBTTFoJOUFSGBDF FO $  QPVS DFMB VOF DMBTTF PlotData
	DPEF ƎƉ
 QFSNFU EBDDVNVMFS MFT EPOOÏFT UBOEJT RVVOF DMBTTF PlotStyle QFSNFU EF EÏĕOJS BJTÏNFOU
MF TUZMF EF HSBQIJRVFT  MÏHFOEFT 	BCTDJTTFT PSEPOOÏFT UJUSFT
 MFT TUZMFT EF USBDÏ MFT GPSNBUT EF TPS
UJF MFT ÏDIFMMFT FUD 6OF DMBTTF PlotGraph DPNCJOF MFT EFVY QPVS DSÏFS VO HSBQIF DPNCJOBOU MF TUZMF
FU MFT EPOOÏFT $FT DMBTTFT TPOU CJFO EPDVNFOUÏFT FU FMMFT TPOU GBDJMFT Ë VUJMJTFS QPVS EFT CFTPJOT DPV
SBOUT %BOT VOF VUJMJTBUJPO QMVT QPJOUVF FMMFT MBJTTFOU OÏBONPJOT MB QPTTJCJMJUÏ Ë MVUJMJTBUFVS BWFSUJ EF
QFSTPOOBMJTFS Ë MPJTJS TFT HSBQIFT
&O SÏTVNÏ VOF TUSVDUVSF EF EPOOÏFT QFSNFU EFOSFHJTUSFS EFT QPJOUT VOF BVUSF QFSNFU FO RVFMRVFT
BQQFMT EF GPODUJPOT EF GBJSF EFT DIPJY TJNQMFT FU DPVSBOUT EF GPSNBUBHF FU FOĕOVOF TUSVDUVSF EF EPOOÏFT
DPNCJOF FU BSUJDVMF DFT EFVY EFSOJÒSFT QPVS DSÏFS VO HSBQIF
UGĭQNCUG<ENCTT T>
ENCTT PlotData {
vector<vector<FPVDNG> > data_y ;
vector<string> names_y ;
ƍ vector<T> data_x ;
Ɖ  %JTQPOJCMF Ë www.gnuplot.info/
ƉƈƋ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT
QVDNKE :
PlotData (size_t n_x, size n_y =1) ;
WPKF setEntry (size_t i, size_t j, FPVDNG val) ;
WPKF setAbsciName (size_t j, T name);
Ɖƈ WPKF setSerieName (string name);
...
FPVDNG getEntry (size_t i, size_t j) ;
...
};
$PEF ƎƉ  4USVDUVSF EF EPOOÏFT EFT CFODINBSLT
6O ĕDIJFS EJNBHF 	eps png jpeg pdf svg
 FTU DSÏÏ 0O QFVU BVTTJ DIPJTJS VO TJNQMF UBCMFBV FO
GPSNBU UFYUF CSVU IUNM PV -"5&9/PVTNPOUSPOT EBOT MB ĕHVSF ƎƉ VO FYFNQMF EFNFTVSFT FČFDUVÏFT TVS
MB SPVUJOF fgemm FO DBSBDUÏSJTUJRVF  TVS EJWFST DPSQT 6O DPSQT EF SÏFMT 	UnparametricField
 TFSU EF
SÏGÏSFODF /PVT DPOTUBUPOT RVF QPVS VO QFUJU NPEVMP MVUJMJTBUJPO EFT float FTU QMVT BWBOUBHFVTF RVF
DFMMF EFT double FU RVF MFT SFQSÏTFOUBUJPOT DFOUSÏFT TPOU VO QFV QMVT FďDBDFT RVF MFT SFQSÏTFOUBUJPOT
DMBTTJRVFT EFT DPSQT /PVT DPOTUBUPOT RVF MF GBJU EF DPOWFSUJS BVUPNBUJRVFNFOU MFT int32_t FO float
QFSNFU EF SFOESF MPQÏSBUJPO fgemm SBQJEF TVS DF UZQF EF EPOOÏFT/PVT QPVWPOT BVTTJ OPUFS RVF MPSTRVF





















balanced double mod 13
balanced float mod 13
balanced int32t mod 13
unparameterized field(8,d)
unparameterized field(4,f)
'ĶĴ ƎƉ  &YFNQMF EF TPSUJF EF benchmark TVS 1FSTP!IPNF  fgemm
6OF OPVWFMMF DJCMF make benchmarks QFSNFU BDUVFMMFNFOU EF DSÏFS VO DFSUBJO OPNCSF EF HSBQIFT
RVF MVUJMJTBUFVS QFVU DPOTVMUFS DPNNF DFMVJ EF MB ĕHVSF ƎƉ
"EBQUBCJMJUÏ EFT NFTVSFT Ë MFOWJSPOOFNFOU
/PO TFVMFNFOU OPVT WPVMPOT QPVWPJS QSPEVJSF EFT HSBQIJRVFT NBJT BVTTJ WPVMPOTOPVT QPVWPJS
MFT DPNQBSFS QFY FOUSF EFVY WFSTJPOT EF -JO#PY EJČÏSFOUFT /PVT WPVMPOT BVTTJ RVF MB DSÏBUJPO EFT
HSBQIJRVFT EÏQFOEF EF MFOWJSPOOFNFOU /PVT OF QPVWPOT QBT EFNBOEFS EF UFTUFS JODPOEJUJPOOFMMF
NFOU QBS QBT EF Ɗƈ UPVUFT MFT UBJMMFT EF NBUSJDFT FOUSF Ɖ FU Ɖƈ ƈƈƈ DBS DFSUBJOFT NBDIJOFT NFUUSBJFOU
EFT IFVSFT Ë FČFDUVFS DFT UFTUT UBOEJT RVF EBVUSFT ÏDIPVFSBJFOU GBVUF EF NÏNPJSF EJTQPOJCMF QPVS MFT
HSBOEFT UBJMMFT *M OPVT GBVU EPOD MBJTTFS VOF DFSUBJOF BEBQUBCJMJUÏ Ë MB DSÏBUJPO EFT NFTVSFT
Ɖƈƌ
ƎƉ (BSBOUJS EFT QFSGPSNBODFT QBS MFVS NFTVSF 	CFODINBSLJOH

/PVT EFWPOT ÐUSF DBQBCMF EF GBJSF EFT NFTVSFT EFQVJT MFT QFUJUT DBT KVTRVBVY MJNJUFT EFT NBDIJOFT
EF NBOJÒSF USBOTQBSFOUF QPVS MVUJMJTBUFVS FU TB NBDIJOF
1PVS DFMB JM FTU QPTTJCMF EF DPOUSÙMFS QSÏDJTÏNFOU MF UFNQT QBTTÏ TVS MB DSÏBUJPO EF DFT CFODINBSLT
$IBRVF JUÏSBUJPO FTU SÏQÏUÏF VO OPNCSF EF GPJT TVďTBOU QPVS RVVO QPJOU DPSSFTQPOEF Ë VOF EVSÏF NJ
OJNBMF SFQSÏTFOUBUJWF EFYÏDVUJPO NBJT TBOT EÏQBTTFS VO UFNQT FU OPNCSF EF SÏQÏUJUJPOT NBYJNBVY
$FMB QFSNFU QFY EF TBEBQUFS BVYNBDIJOFT MFOUFT PV SBQJEFT EJTQPTBOU EF QMVT PVNPJOT EF NÏNPJSF
5ZQJRVFNFOU VO UFTU TVS fgemm QPVSSB WPJS UFTUÏFT EFT NBUSJDFT QMVT PV NPJOT HSPTTFT TFMPO MFOWJSPO
OFNFOU 6OF QSPHSFTTJPO FTU EBVUSF QBSU BďDIÏF TVS MF UFSNJOBM BV DBT Pá MB DSÏBUJPO EVO CFODINBSL
EVSF QMVT EF UFNQT RVF QSÏWV BĕO EF OF QBT TVSQSFOESF MVUJMJTBUFVS
ĚĕĖĖ 0QUJNJTBUJPO BVUPNBUJRVF WJB MFT NFTVSFT EF QFSGPSNBODFT
/PVT BWPOT VO NPZFO EF GPVSOJS Ë MVUJMJTBUFVS EFT SÏQPOTFT Ë EFT RVFTUJPOT UFMMFT j TVS RVFM DPSQT
fgemm FTUJM QMVT SBQJEF  x j TVS EFT FOUJFST EF Ɖ ƈƈƈ CJUT RVFM FTU MF NFJMMFVS BMHPSJUINF EF SFTUF DIJ
OPJT  x /PVT WPVMPOT NBJOUFOBOU RVF MPSTRVVOF CJCMJPUIÒRVF RVF OPVT EÏWFMPQQPOT FTU DPOĕHVSÏF
BWFD MF QBSBNÒUSF --enable-optimizations DF TPJU MF TDSJQU configure RVJ SÏQPOEF Ë DF HFOSF EF
RVFTUJPOT FU RVF UPVUF MB CJCMJPUIÒRVF QSPĕUF EF DFT PQUJNJTBUJPOT
*M FYJTUF EJWFST UZQFT EPQUJNJTBUJPO Ë QSBUJRVFS 5PVU EBCPSE OPVT USPVWPOT MFT PQUJNJTBUJPOT
EF QBSBNÒUSFT 1BS FYFNQMF MPQUJNJTFVS EÏDPVWSF MF QBSBNÒUSF LINBOX_WINO_THRESHOLD_DOUBLE PV
LINBOX_SOLVE_INTEGER_METH FU EBOT MF DPEF PO SFUSPVWF EFT QBTTBHFT DPNNF EBOT MFT DPEFT ƎƊ FU ƎƋ




$PEF ƎƊ  1BSBNÒUSF QBS EÏGBVU 	NVMUJQMJDBUJPO

UGĭQNCUG<ENCTT Vector, ENCTT Matrix, ENCTT Method>
Vector & solve(Vector &x, EPOTU Matrix &M, EPOTU Vector &b,
EPOTU RingCategories::IntegerTag & tag,
EPOTU Method & M = LINBOX_SOLVE_INTEGER_METH)
$PEF ƎƋ  1BSBNÒUSF QBS EÏGBVU 	TZTUÒNFT FOUJFST

&OTVJUF JM FYJTUF MFT PQUJNJTBUJPOT EFT GPODUJPOT TJNQMFT PV EF CBTF EPOU JM QFVU FYJTUFS QMV
TJFVST WFSTJPOT /PVT QSÏTFOUPOT EBOT MF DPEF Ǝƌ VO FYFNQMF EJNQMBOUBUJPO -B NÏUIPEF VUJMJ
TÏF FTU MB TVJWBOUF -F TDSJQU configure EÏDPVWSF MFT QBSBNÒUSFT EF MFOWJSPOOFNFOU FU MFT EÏĕOJU
EBOT VO ĕDIJFS linbox-config.h -FT DIPJY QBS EÏGBVU 	BWBOU MPQUJNJTBUJPO
 TF USPVWFOU EBOT VO
ĕDIJFS linbox-configuration.h $F ĕDIJFS SFNQMBDF FYBDUFNFOU linbox-config.h RVJ EFWBJU ÐUSF
JODMVT EBOT UPVU ĕDIJFS EF -JO#PY $F ĕDIJFS linbox-configuration.h JODMVU MVJNÐNF VO ĕDIJFS
linbox-optimise.h RVJ FTU DSÏÏ QBS MF TDSJQU configure 4J MFT PQUJNJTBUJPOT TPOU BDUJWÏFT MFT EÏĕ
OJUJPOT EF NBDSPT EBOT DF ĕDIJFS QSÏWBMFOU TVS MFT EÏGBVUT EF linbox-configuration.h 'JOBMFNFOU
MF ĕDIJFS linbox-optimise.h FTU DSÏÏ JODSÏNFOUBMFNFOU EF TPSUF RVF MPQUJNJTBUJPO OP L CÏOÏĕDJF EFT
QBSBNÒUSFT EÏDPVWFSUT MPST EFT PQUJNJTBUJPOT OP , ///, Lң  "JOTJ OPVT QBSWFOPOT Ë DSÏFS QSPQSFNFOU
FU MPST EF MB DPOĕHVSBUJPO VO TZTUÒNF EF DPOĕHVSBUJPO QBS EÏGBVU RVJ TBEBQUF Ë MFOWJSPOOFNFOU




ƍ FGHKOG LINBOX_MOD_DOUBLE((a),(p)) fmod((FPVDNG)a,(FPVDNG)p)
Ɖƈƍ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT
GOFKH
// file : linbox/field/Modular/modular-double.h
UGĭQNCUG<>
Ɖƈ ENCTT Modular<FPVDNG> {
...
Element &init(Element &x, Element&y) EPOTU
{





$PEF Ǝƌ  'PODUJPO QBS EÏGBVU 	GNPE

'JOBMFNFOU FU DFTU DFSUBJOFNFOU MF QMVT EJďDJMF JM FYJTUF MFT PQUJNJTBUJPOT RVJ EÏQFOEFOU EF GPOD
UJPOT DPNQMJRVÏFT PV EF EJWFST QBSBNÒUSFT 1BS FYFNQMF TFMPO MB UBJMMF EFT FOUSÏFT FO BSHVNFOU DFS
UBJOT BMHPSJUINFT QPVS SÏTPVESF EFT TZTUÒNFT MJOÏBJSFT TVS MFT FOUJFST TF DPNQPSUFOU USÒT EJČÏSFN
NFOU 	DG TFDUJPO ƍƊƌ fƊ
 %BOT DF DBT QBSUJDVMJFS JM GBVU EÏDPVWSJS DFT DPNCJOBJTPOT  QPVS VO DFSUBJO
OPNCSF EBMHPSJUINFT UFTUÏT FO GPODUJPO EF DFSUBJOT QBSBNÒUSFT 	JDJ UPVT MFT BMHPSJUINFT EF SÏTPMVUJPO
EF TZTUÒNFT TVS MFT FOUJFST FO GPODUJPO EF MB UBJMMF NBYJNBMF EFT DPFďDJFOUT EF MB NBUSJDF
 MPQUJNJTFVS
EÏDPVWSF Ë QBSUJS EFT UBCMFBVY EF QFSGPSNBODFT MFT BMHPSJUINFT MFT QMVT SBQJEFT FU MFT TFVJMT BTTPDJÏT




ƍ FGHKOG LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG1 solveMethod::Dixon
FGHKOG LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG3 solveMethod::IML
FGHKOG LINBOX_SOLVE_INTEGER (x,A,b,l) {
KH (l< LINBOX_SOLVE_INTEGER_THRES0) {
solve(x,A,b,LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG0());
Ɖƈ }






$PEF Ǝƍ  4FVJMT FU GPODUJPOT QBS EÏGBVU
Ěĕė 1SPMPOHFNFOUT
$PNNF DFUUF BSDIJUFDUVSF EF CFODINBSL FTU UPVUF SÏDFOUF JM FYJTUF FODPSF EJWFSTFT QJTUFT Ë FYQMPSFS
/PVT DJUPOT RVFMRVFT GVUVST BYFT EF USBWBJM
*EÏBMFNFOU UPVT MFT BMHPSJUINFT FU MFT TPMVUJPOT EFWSBJFOU ÐUSF QSÏTFOUT EBOT DF SÏQFSUPJSF $F TFSB
FODPSF MF GSVJU EF MPOHT FČPSUT
$FUUF BSDIJUFDUVSF EF CFODINBSL QPVSSBJU ÐUSF QPSUÏF EBOT (JWBSP PV EBOT ''-"4''1"$,
/PVT OPVT TPNNFT BYÏT TVS MFT QFSGPSNBODFT MJÏFT BV UFNQT 	MFT VOJUÏT EF MBYF EFT Z TPOU FTTFOUJFM
MFNFOU MFT TFDPOEFT MFT NČPQT
 NBJT QBT Ë MFTQBDF 1BS FYFNQMF MPVUJM massif EF WBMHSJOE QFSNFUUSBJU
EF WÏSJĕFS BVUPNBUJRVFNFOU MVUJMJTBUJPO NÏNPJSF EF DFSUBJOT BMHPSJUINFT FU EFO UJSFS EFT HSBQIFT
ƉƈƎ
ƎƊ "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT  DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF
-JNQMBOUBUJPO EF --enable-optimization MPST EF MB DPOĕHVSBUJPO QPVS DIPJTJS FU BEBQUFS EFT
TFVJMT EFT NPSDFBVY EF DPEFT PV EFT DIPJY EBMHPSJUINFT EPOU MPQUJNJTBUJPO EÏQFOE EF MBSDIJUFDUVSF
OFTU QBT DPNQMÒUF Ë DF KPVS
/PVT BWPOT EÏDPVWFSU B QPTUFSJPSJ MB CJCMJPUIÒRVF UFNQMBUF $ FJHFO Ɗ EBMHÒCSF MJOÏBJSF OVNÏSJRVF
RVJ QSPQPTF EFVY TZTUÒNFT EF CFODINBSLT MPVUJM ĕOBM QPVS MB DSÏBUJPO EF HSBQIFT ÏUBOU BVTTJ HOVQMPU 
 -VO FTU Ë CBTF EF TDSJQUT OPO HÏOÏSJRVFT SÏDPMUBOU MFT SÏTVMUBUT EFYÏDVUBCMFT $FMB QFSNFU FO
QBSUJDVMJFS EF QPVWPJS NFTVSFS EFT QFSGPSNBODFT FOUSF EJWFST DPNQJMBUFVST PV BWFD EJWFSTFT PQ
UJPOT EF DPNQJMBUJPO -F TFVM NPZFO QPVS Z QBSWFOJS EBOT OPUSF TZTUÒNF EF CFODINBSL FTU EF
SFNQMJS MF ĕDIJFS .dat BWFD EJWFST FYÏDVUBCMFT 	QBS FYFNQMF DPNQJMÏT QBS EJWFST DPNQJMBUFVST

FU EF DPOTUSVJSF FOTVJUF OPT TUSVDUVSFT EF EPOOÏFT Ë QBSUJS EFT WBMFVST EBOT DF ĕDIJFS 	BWFD VO
DPOTUSVDUFVS PlotData(const std::string & datafile)

 -BVUSF TZTUÒNF FTU EÏSJWÏ EVOF WFSTJPO TJHOJĕDBUJWFNFOU NPEJĕÏF EF #5- Ƌ 	<1)ƈƐ>
 *M FTU JO
UÏSFTTBOU EF OPUFS RVF MB CJCMJPUIÒRVF #5- FTU DPOTUSVJUF QPVS ÐUSF HÏOÏSJRVF Ë USBWFST VO NÏDB
OJTNF EFODBQTVMBUJPO EF GPODUJPOT 	BDUJPOT
 QPVS EJWFSTFT JNQMBOUBUJPOT 	OPZBVY
 RVJ QFSNFU
EF NFTVSFS MFT QFSGPSNBODFT EF DFT EJWFSTFT JNQMBOUBUJPOT FU NÐNF EF MFT UFTUFS BVUPNBUJRVF
NFOU QBS SBQQPSU Ë VOF SPVUJOF TVQQPTÏF TßSF
%BOT MB CJCMJPUIÒRVF FJHFO DFT CFODINBSLT TPOU QVSFNFOU EFTUJOÏT Ë EFT ĕOT EF NFTVSFT FU EF
UFTUT FU OPO EFTUJOÏT Ë MBVUPPQUJNJTBUJPO $FQFOEBOU MB CJCMJPUIÒRVF #5- QSÏWPJU DPNNF OPVTNBJT
FMMF OF MB EJTUSJCVF QBT Ë OPUSF DPOOBJTTBODF VOF TZOUIÒTF BVUPNBUJRVF EFT NFJMMFVST BMHPSJUINFT
QPVS VOF GPODUJPO EPOOÏF -FVS QSPCMÒNF FTU DFQFOEBOU QMVT HÏOÏSBM RVF MF OÙUSF DBS JMT QSÏWPJFOU QBS
FYFNQMF EF DIBOHFS EF WFOEFVS EF BLAS 	JNQMBOUBUJPOT EJČÏSFOUFT NBJT JOUFSGBDFT JEFOUJRVFT
 BV TFJO
EVOFNÐNF SPVUJOF EPá EFT QSPCMÒNFT EF MJFO 	VUJMJTBUJPO EF dlopen Ë MB QMBDF
 $FDJ OFTU OJ QSÏWV QBS
-JO#PY OJ EÏNPOUSÏ FO QSBUJRVF EBOT #5- #JFO RVF MF DPEF bench<timer_t, action_t< implem_t > >
> QVJTTF ÐUSF DPOTJEÏSÏF DPNNF USÒT HÏOÏSJRVF DBS MBJTTBOU Ë MVUJMJTBUFVS MB ĘFYJCJMJUÏ EÏDSJSF TB QSPQSF
DMBTTF action_t QPVS EFT JNQMBOUBUJPOT EPOOÏFT OPVT QFOTPOT EPOOFS QMVT EF MJCFSUÏT Ë MVUJMJTBUFVS FO
MVJ QFSNFUUBOU EJNQMBOUFS MVJNÐNF TB GPODUJPO $FMB QFSNFU QBS FYFNQMF MB MJCFSUÏ EV DPOTUSVDUFVS
EF EPOOÏFT BMÏBUPJSFT 	BWFD PV TBOT DFSUBJOFT QSPQSJÏUÏT EFQVJT VO ĕDIJFS
 EF QPVWPJS NFTVSFS MFT
QFSGPSNBODFT EF EFVY JNQMBOUBUJPOT EJČÏSFOUFT EVOF NÐNF GPODUJPO EBOT VOF NÐNF CJCMJPUIÒRVF
&O PVUSF OPVT PČSPOT MB MJCFSUÏ EF DSÏFS WJB VOF JOUFSGBDF TJNQMF FO $ FU EBOT MF NÐNF ĕDIJFS EFT
HSBQIJRVFT DPSSFTQPOEBOU BVY EPOOÏFT 	MJCFSUÏ ÏUBOU MBJTTÏF Ë MVUJMJTBUFVS EF SFUSBWBJMMFS TPO ĕDIJFS
.dat
  DPOUSBJSFNFOU Ë #5- OPVT GPVSOJTTPOT WJB VO FČPSU NJOJNVN MB QPTTJCJMJUÏ EF GPSNBUFS TPO
HSBQIF EF TPSUJF TBOT BWPJS Ë SFMBODFS VO TDSJQU OPO QBSBNÏUSBCMF bash BQSÒT MB DSÏBUJPO EV ĕDIJFS CSVU
EF EPOOÏFT .dat
-F QSPKFU #5- OFTU EPOD QBT EJSFDUFNFOU VUJMJTBCMF EBOT -JO#PY NBJT DFU FYFNQMF EF CJCMJPUIÒRVF
EF CFODINBSLT HÏOÏSJRVF DBVUJPOOF ƌ OPT PCKFDUJGT EF DFUUF TFDUJPO  MFT JEÏFT TF SFKPJHOFOU  QSÏWPJS VO
TZTUÒNF EF NFTVSFT QSPQPTBOU Ë MB GPJT VOF QSPEVDUJPO EF HSBQIFT FU EF DPEF 	IZCSJEF
 PQUJNBM UPVU
FO ÏUBOU j HÏOÏSJRVF ƍ x "VTTJ MB CJCMJPUIÒRVF #5- NFU FO BWBOU Ë KVTUF UJUSF MJNQPSUBODF EV DIPJY EV
DISPOPNÒUSF FU QFSNFU EF UFNQMÏUFS TFT CFODINBSLT QBS VO UJNFS DFTU VOF QJTUF RVF OPVT EFWSJPOT
BVTTJ TVJWSF $FTU UZQJRVFNFOU MF HFOSF EF NÏDBOJTNF RVJ QFSNFU BVTTJ VOF NFJMMFVSF QPSUBCJMJUÏ FOUSF
EJČÏSFOUT TZTUÒNFT EFYQMPJUBUJPO
ĚĖ "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT  DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF
4FMPO MBEBHF EF %POBME ,OVUI j PO EFWSBJU PVCMJFS MFT QFUJUFT PQUJNJTBUJPOT MPDBMFT EJTPOT ƑƏŰ EV
UFNQT  MPQUJNJTBUJPO QSÏNBUVSÏF FTU MB TPVSDF EF UPVT MFTNBVYx/PVT OBMMPOT QBT DIFSDIFS Ë PQUJNJTFS
Ɗ  %JTQPOJCMF TVS http://eigen.tuxfamily.org
Ƌ  #FODINBSL 5FNQMBUF -JCSBSZ http://projects.opencascade.org/btl/
ƌ  *M OFTU QBT GSÏRVFOU EBOT MB MJUUÏSBUVSF PV EBOT MB WJF EFT MPHJDJFMT EF SFODPOUSFS DF HFOSF EF QSPCMÒNFT FU EZ BQQPSUFS
EFT TPMVUJPOT
ƍ  FO GBJU MFT BDUJPOT QSPQPTÏFT QBS #5- OF TPOU QBT TJ HÏOÏSJRVFT FU DPOUSBJSFNFOU Ë OPUSF TZTUÒNF EF CFODINBSLNPJOT
ĘFYJCMFT RVBOU BVY QPTTJCJMJUÏT EF SFQSÏTFOUBUJPOT FU EF DPNQBSBJTPOT EF EPOOÏFT
ƉƈƏ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT
MF DPEF EF OPT CJCMJPUIÒRVFT UFM RVFM "V MJFV EF DFMB OPVT DIFSDIPOT Ë SFOESF MF DPEF NPEVMBCMF CÉUJ Ë
QBSUJS EF CSJRVFT EF CBTFT 	CVJMEJOH CMPDL
 QFSGPSNBOUFT /PVT EÏNPOUSPOT QPVSRVPJ EBOT DFUUF TFDUJPO
-F DPEF EF -JO#PY ÏUBOU FTTFOUJFMMFNFOU UFNQMÏUÏ MPST EF MJODMVTJPO EVO FOUÐUF MF DPNQJMBUFVS WPJU
UPVU MF DPEF $FTU VO BUPVU QPVS MF DPNQJMBUFVS NBJT VO EÏTBWBOUBHF TJ MB UBJMMF EF MFYÏDVUBCMF FY
QMPTF 1BS FYFNQMF MB CJCMJPUIÒRVF (JWBSP ÏUBOU USÒT QFV UFNQMÏUÏF OPVT BWPOT SFTUSVDUVSÏ EF OPN
CSFVY ĕDIJFST QPVS QFSNFUUSF Ǝ EJOMJOFS VO NBYJNVN EF DPEF BĕO RVF MF DPNQJMBUFVS QVJTTF FČFDUVFS
EF NFJMMFVST DIPJY $FDJ TF GBJU BV EÏUSJNFOU EV UFNQT EF DPNQJMBUJPO FU EF MVUJMJTBUFVS DBS VOF
NBKPSJUÏ EV DPEF EF (JWBSP FTU DPNQJMBCMF /PVT MBJTTPOT Ë MVUJMJTBUFVS MF DIPJY Ë MB DPOĕHVSBUJPO
FOUSF DPEF QVS FU DPEF QSÏDPNQJMÏ $FUUF RVFTUJPO EF HÏOÏSJDJUÏ FU EF QFSGPSNBODF B TPVMFWÏ EF OPN
CSFVTFT ÏUVEFT /PVT DJUPOT FO QBSUJDVMJFS <6&,.ƑƎ> RVJ ÏUVEJFOU MB QPTTJCJMJUÏ EF GPVSOJS VO DPEF HÏ
OÏSJRVF UPVU FO QSPQPTBOU EBOT TPO TPVSDF EJWFST UZQFT EF QPMZNPSQIJTNF  <58#4ƈƑ> RVJ QSPQPTFOU
EFT UFDIOJRVFT FU VOF TVSDIBSHF BV MBOHBHF $ BĕO EF NJOJNJTFS MFT EÏQFOEBODFT FOUSF MFT NFNCSFT
EVOF DMBTTF HÏOÏSJRVF FU BWFD TFT QBSBNÒUSFT UFNQMBUF QPVS BMPST EJNJOVFS MB UBJMMF EFT FYÏDVUBCMFT
/PVT OPUPOT RVF OPVT QPVWPOT BVTTJ VUJMJTFS QPVS MFT DPNCJOBJTPOT MFT QMVT DPNNVOFT VO TZTUÒNF
EF DPNQJMBUJPO TÏQBSÏF 	<%(14Ɖƈ>

ĚĖĕ 0QUJNJTBUJPOT NJDSPPQUJNJTBUJPOT  EÏö PV UFNQT QFSEV  
-PSTRVF DFT NPEVMFT BSSJWFOU Ë VO CBT OJWFBV MF DPNQJMBUFVS TBVSB HÏOÏSBMFNFOU GPVSOJS VO DPEF
QFSGPSNBOU /ÏBONPJOT OPVT EFWPOT HBSEFS VOJM EFTTVT 	MF QSPĕMFS UFTUFS TPO FďDBDJUÏ
 QPVS TBTTV
SFS EFT NFJMMFVST QFSGPSNBODFT Ë UPVT MFT OJWFBVY 6OF BVUSF PQUJPO VUJMJTF EFT SPVUJOFT TQÏDJĕRVFT PQ
UJNJTÏFT FU TßSFT QSPWFOBOU EBVUSFT CJCMJPUIÒRVFTQFY BLAS/5- *.- 6OF EFSOJÒSF PQUJPO DPOTJTUF
Ë DSÏFS EBOT -JO#PY EV DPEF PQUJNJTÏ 	DG 4Q.7 QBSUJF **

-BJTTFS MFT PQUJNJTBUJPOT BV DPNQJMBUFVS
#JFO FOUFOEV OPVT MBJTTFSPOT HÏOÏSBMFNFOU BV DPNQJMBUFVS MB MPVSEF UÉDIF EPQUJNJTFS MF DPEF EF
CBT OJWFBV FU ÏWJUFSPOT MFT PQUJNJTBUJPOT TQÏDJĕRVFT OPO UPVKPVST QPSUBCMFT DPNNF MFT KFVY EJOT
USVDUJPOT 44& PV MMX QBS FYFNQMF /PVT MBJTTFSPOT BVTTJ MF DIPJY BV DPNQJMBUFVS EF EÏSPVMFS PV EPQ
UJNJTFS MFT CPVDMFT EBOT MFT DBT Pá DFMB FTU QPTTJCMF PO QSÏGÏSFSB DFQFOEBOU QSFOESF MIBCJUVEF EF
MB QSÏJODSÏNFOUBUJPO IJTUPJSF EF OF QBT DSÏFS EF UFNQPSBJSFT JOVUJMFT TVSUPVU MPSTRVF DFUUF PQÏSBUJPO
FTU DPßUFVTF 0O DIFSDIFSB BV NBYJNVN Ë HVJEFS MF DPNQJMBUFVS FO GBWPSJTBOU MFT DIPJY FČFDUVÏT Ë MB
DPNQJMBUJPO 	VUJMJTBUJPO EF USBJUT
 PV FO TQÏDJĕBOU MFNPU DMFG const QBS FYFNQMFQMVT VO DPNQJMBUFVS
B EJOGPSNBUJPOT QMVT JM QPVSSB FČFDUVFS EPQUJNJTBUJPOT BHSFTTJWFT
7PJDJ QBS FYFNQMF DPNNFOU OPVT QPVWPOT FTTBZFS EPQUJNJTFS VOF BEEJUJPO $FUUF PQÏSBUJPO FTU FO
HÏOÏSBM MFOUF DBS MB SÏVUJMJTBUJPO EFT EPOOÏFT FTU OVMMF ƏFU FMMFT TPOU USBOTQPSUÏFT TFVMFNFOU Ë MB WJUFTTF
EV CVT 6OF TJNQMF CPVDMF for CJFO PQUJNJTÏF GPVSOJSB EPOD EF CPOOFT QFSGPSNBODFT /PVT BWPOT
DFQFOEBOU FTTBZÏ EVUJMJTFS EFT SPVUJOFT 44& 	DPEF ƎƎ

WPKF add_sse(FPVDNG *c, EPOTU FPVDNG *a, EPOTU FPVDNG *b, size_t n)
{
__m128d *av, *bv, *cv;
av = (__m128d*)a; // alignés
ƍ bv = (__m128d*)b;
cv = (__m128d*)c;
size_t i = 0 ;
HPS ( ; i < n/2 ; ++i)
cv[i] = _mm_add_pd(av[i], bv[i]);
Ɖƈ KH (n&1)
c[n-1] = a[n-1] + b[n-1];
}
Ǝ $FT DPEFT QFVWFOU OÏBONPJOT BVTTJ TF SFUSPVWFS QSÏDPNQJMÏT EBOT MB CJCMJPUIÒRVF DFTU VOF PQUJPO EF DPOĕHVSBUJPO
Ə  FO FČFU MPQÏSBUJPO add OFTU QBT EBOT MFT TQÏDJĕDBUJPOT BLAS
ƉƈƐ
ƎƊ "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT  DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF
$PEF ƎƎ  6UJMJTBUJPO EJOTUSVDUJPOT 44& QPVS BEEJUJPOOFS EFVY WFDUFVST
*M FTU USÒT EJďDJMF EF NFTVSFS QSÏDJTÏNFOU MB SBQJEJUÏ EF DFUUF SPVUJOF QPVS MFT O QFUJUT 1PVS EFT
UFTUT Pá MPO SÏQÒUF O GPJT DFUUF SPVUJOF TVS EFT WFDUFVST EF UBJMMF O 	UZQJRVFNFOU VOF TPVTNBUSJDF
EPOU MFT QPJOUFVST TPOU BMJHOÏT
 MBDDÏMÏSBUJPO PCUFOVF TF SFUSPVWF HÏOÏSBMFNFOU FOUSF , FU  1BS
DPOUSF MPSTRVF MFT QPJOUFVST OF TPOU QBT BMJHOÏT 	TVS ƉƎ CJUT
 MB WFSTJPO OPO BMJHOÏF EF DF DPEF 	VUJMJTBOU
BMPST _mm_loadu_pd FU _mm_storeu_pd
 FTU HÏOÏSBMFNFOU QMVT MFOUF RVVOF CPVMF OBÕWF PQUJNJTÏF QBS MF
DPNQJMBUFVS *M GBVU EPOD DPOOBÔUSF MBMJHOFNFOU EVO QPJOUFVS Ë MFOUSÏF EBOT DFUUF GPODUJPO 	TPVT QFJOF
EF TFHGBVMU PV EF QFSUFT EF QFSGPSNBODFT
 DF RVF OF QSÏWPJU QBT ''-"4''1"$, #SFG DFUUF PQUJNJTBUJPO
FO QBSUJDVMJFS OBQQPSUF SJFO TJ DF OFTU ÏWFOUVFMMFNFOU EFT CPHVFT /PVT HBSEFSPOT QBS DPOUSF MFT
GPODUJPOT add sub FU MFVST EÏSJWÏFT RVJ BQQPSUFOU QMVT EF TFOT FU EF DMBSUÏ Ë MB MFDUVSF EVO DPEF RVF
EFT EPVCMFT CPVDMFT 	DG TFDUJPO TVJWBOUF
 FU BVUPSJTFOU ÏWFOUVFMMFNFOU MFT PQUJNJTBUJPOT MPDBMFT QFY
VOF BEEJUJPO TVS EFT NPUT DPNQSFTTÏT TVS ;Ҧ;
-PQQPTÏ EF DFUUF BQQSPDIF DPOTJTUF Ë GPVSOJS VO DPEF OPO OÏDFTTBJSFNFOU PQUJNJTÏ BWFD MFRVFM MF
DPNQJMBUFVS GFSB EV NJFVY RVJM QFVU /PVT QSPQPTPOT VOF DPODFQUJPO EJČÏSFOUF Ë MB GPJT HÏOÏSJRVF FU
QFSGPSNBOUF RVJ QFSNFU EF MBJTTFS MF DIPJY FOUSF MVUJMJTBUJPO EVO DPEF IZQFSPQUJNJTÏ PV EVO DPEF EF
CBTF UPVU FO MBJTTBOU MB MJCFSUÏ EVOF PQUJNJTBUJPO j FOUSF MFT EFVY FYUSÐNFT x
ĚĖĖ $PODFQUJPO HÏOÏSJRVF QBS CVJMEJOH CMPDLT 	CSJRVFT NPEVMBCMFT

/PVT QSPQPTPOT EBOT DFUUF TPVTTFDUJPO VOF BQQSPDIF EF DPODFQUJPO EF MB CJCMJPUIÒRVF QBS CSJRVFT
EF CBTF /PVT WPZPOT EBOT MB HÏOÏSBMJTBUJPO EF DFUUF BQQSPDIF EJWFST BWBOUBHFT $FSOFS EFT CSJRVFT EF
CBTF DFTU EÏDSJSF EFT VOJUÏT EBOT MF DPEF FU MFVS EPOOFS TFOT $FTU BVTTJ QFSNFUUSF EJOUFSDIBOHFS DFT
CSJRVFT PV EF QPVWPJS MFT PQUJNJTFS VOF Ë VOF TÏQBSÏNFOU $FTU TVSUPVU OF QBT QFSESF FO QFSGPSNBODFT
UPVU FO GPVSOJTTBOU VO DPEF RVJ SFTUF HÏOÏSJRVF FU NPEVMBCMF /PVT EPOOPOT EFT FYFNQMFT Ë EJWFST
OJWFBVY  BV OJWFBV EF DPODFQUT BV OJWFBV TÏNBOUJRVF BV OJWFBV EFT GPODUJPOT
&YFNQMFT EPQUJNJTBUJPOT EFT DPSQT
-FT PQÏSBUJPOT TVS MFT DPSQT TPOU EFT PQÏSBUJPOT EF CBTF TPVWFOU BUPNJRVFT FU EPOD MFVST QFSGPS
NBODFT EPJWFOU ÐUSF PQUJNJTÏFT 6O DPSQT FTU VO EFT CVJMEJOH CMPDL FTTFOUJFM EBOT OPUSF CJCMJPUIÒRVF
DPNNF UPVU DPODFQU QBSBNÒUSF UFNQMBUF EVOF NBKPSJUÏ EF GPODUJPOT MF TFSBJU EBOT VOF CJCMJPUIÒRVF
HÏOÏSJRVF RVFMDPORVF
1BS FYFNQMF QPVS EFT TPVDJT EFďDBDJUÏ OPVT BWPOT SBKPVUÏ EBOT MJOUFSGBDF EF DIBRVF BOOFBV MFT
ÏMÏNFOUT zero one FU mOne DBS DFT ÏMÏNFOUT FYJTUFOU UPVKPVST FU TPOU TPVWFOU VUJMJTÏT EPOD JOVUJMFT Ë
SFDSÏFS Ɛ /PVT BWPOT EPOD FYUSBJU VOF PQÏSBUJPO QBSGPJT DPßUFVTF 	Element one ; F.init(one, 1);

FO VOF PQÏSBUJPO PQUJNBMF FU QMFJOF EF TFOT 	F.one

%BOT MF CVU EPQUJNJTFS MFT PQÏSBUJPOT TVS MFT DPSQT OPVT BWPOT GBJU EJWFST UFTUT QSPĕMÏ EJWFSTFT PQÏ
SBUJPOT /PUBNNFOU OPVT BWPOT JNQMBOUÏ VOF WFSTJPO EF Modular FU ModularBalanced RVJ DPNQUF
FMMFNÐNF TFT PQÏSBUJPOT 	OPNCSF EBEEJUJPOT EF NVMUJQMJDBUJPOT EF DBTU EF EJWJTJPOT
 $FMB OPVT
QSPDVSF EFT JOGPSNBUJPOT QMVT QSÏDJTFT RVVO QSPĕMBHF EF DPEF BWFD -pg /PVT FO BWPOT UJSÏ EF OPN
CSFVY FOTFJHOFNFOUT FU QFUJUFT PQUJNJTBUJPOT QBS FYFNQMF RVF MPQÏSBUJPO fmod QFVU ÐUSF NPJOT SBQJEF
RVFTQÏSÏ 
// x = fmod (double(y), modulus); // lent
x = (FPVDNG)((int64_t)y%lmodulus); // rapide
$PEF ƎƏ  0QÏSBUFVS SÏEVDUJPO NPEVMBJSF % PV fmod
Ɛ  $FMB JNQPTF DFQFOEBOU BV DPSQT EF TBWPJS DPOTUSVJSF TFT ÏMÏNFOUT  FO QBSUJDVMJFS DFMB OPVT B DPOEVJU Ë TÏQBSFS EV
DPSQT UnparametricField TFT PQÏSBUJPOT FU JOJUJBMJTBUJPOT 	QFY UnparametricOperations
 &O FČFU VO BOOFBV RVJ IÏSJUFSBJU
EF UnparametricField<K> OF TBVSBJU QBT GPSDÏNFOU DPOTUSVJSF TPO ÏMÏNFOU zero
ƉƈƑ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT







/PVT BWJPOT QFOTÏ RVF EÏDFOUSFS MB SFQSÏTFOUBUJPO EVO ModularBalanced WFST EFT WBMFVST QP
TJUJWFT QFSNFUUSBJU EF USPVWFS EFT DPNQSPNJT FOUSF UBJMMF NBYJNBMF EF MBOOFBV FU WJUFTTF -B DMBTTF
ModularCrooked MJNQMÏNFOUF FU NPOUSF CJFO VO DPNQSPNJT
%BOT MF DPEF ƎƐ OPVT EPOOPOT VO FYFNQMF EVUJMJTBUJPO DSVDJBMF EF CSJRVF BUPNJRVF RVJ SFOE MF




/* lent : a += b*c ; */
ƍ Integer::axpyin(a,b,c) ; // rapide
$PEF ƎƐ  6UJMJTBUJPO EFT CMPDT HÏOÏSJRVFT WT MFT PQÏSBUFVST
&O FČFU DPNNF (JWBSP OF GBJU QBT EÏWBMVBUJPO QBSFTTFVTF FU EF TVSDIBSHF EF DFSUBJOT PQÏSBUFVST
MF DPEF axpyin RVJ DPNCJOF MPQÏSBUJPO A+ FUA* TFSB QMVT SBQJEF RVF MFT EFVY PQÏSBUJPOT TVDDFTTJWFT
TVS MB MJHOF DPNNFOUÏF %BOT MB NÐNF WFJOF OPVT BWPOT JNQMBOUÏ MFT PQÏSBUJPOT axmy FU maxpy FU
MFVS WBSJBOUF FO QMBDF 	TVďYÏF EF in
  FU QSPQBHÏ DFUUF OPUBUJPO Ë EBVUSFT EPNBJOFT OPUBNNFOU
NBUSJDJFMT
&O HÏOÏSBM OPVT BWPOT EPOD FTTBZÏ EFOWFMPQQFS 	XSBQQFS
 MFT GPODUJPOT TQÏDJBMJTÏFT EF HNQ QPVS
OPUSF VTBHF FU EF GBJSF VOF WFJMMF EFT OPVWFMMFT GPODUJPOOBMJUÏT BKPVUFS EF OPNCSFVTFT GPODUJPOT 	SÏTJ
EVT PQÏSBUJPOT DPNCJOÏFT OPNCSFT BMÏBUPJSFT OPVWFMMF DMBTTF Rationnel Ƒ
$MBTTFT PV OPNT EF EFTQBDFT  
-VUJMJTBUJPO EF DMBTTFT PV TUSVDUVSFT BWFD DPOTUSVDUFVS 	JNQMJDJUF
 USJWJBM FU GPODUJPOT TUBUJRVFT PV
EF OPNT EFTQBDF QFSNFU EF SFHSPVQFS EV DPEF TPVT VOF NÐNF BVUPSJUÏ MVJ EPOOBOU BJOTJ VOF VOJUÏ
FU VO TFOT /PVT BWPOT DIPJTJ EF QMBDFS (JWBSP ''-"4 ''1"$, BJOTJ RVF MFT MJCSBJSJFT FYUFSOFT *.- PV
GQMMM EBOT EFT OPNT EFTQBDF QMVUÙU RVF EVUJMJTFS EFT DMBTTFT -B SBJTPO FO FTU EBCPSE TUSVDUVSFMMF  JM
FTU QMVT BHSÏBCMF EF USBWBJMMFS EBOT VO OPN EFTQBDF DBS JM Z B NPJOT EF DPOUSBJOUFT EF QSPHSBNNBUJPO
1BS FYFNQMF JM FTU USÒT GBDJMF EF SBKPVUFS VOF GPODUJPO PV VOF DMBTTF Ë VO OPN EFTQBDF FO EFIPST EF MË
Pá JM B ÏUÏ QSFNJÒSFNFOU EÏĕOJ BMPST RVF DFTU JNQPTTJCMF QPVS VOF DMBTTF Pá UPVUFT MFT GPODUJPOOBMJUÏT
EPJWFOU ÐUSF HSPVQÏFT FOTFNCMFPO ÏWJUF BJOTJ FO QBSUJDVMJFS MFT #ifndef *M FTU HÏOÏSBMFNFOU BHSÏBCMF
EVUJMJTFS EFT OPNTEFTQBDF QPVS TÏQBSFS DMBJSFNFOU MFT GPODUJPOOBMJUÏT FU MFT BUUSJCVUT EF DIBRVF JEFOUJUÏ
EF DPEF -B SBJTPO QSPWJFOU BVTTJ EFT QFSGPSNBODFT  JM OFTU QBT NPJOT FďDBDF Ɖƈ EVUJMJTFS EFT OPNT
EFTQBDF
'PODUJPOT TQÏDJBMJTÏFT
1SFOPOT RVFMRVFT OPVWFMMFT GPODUJPOT BQQPSUÏFT Ë ''-"4''1"$,  MFT GPODUJPOT fzero fcopy fmove
fadd FUD $FT GPODUJPOT OF TPOU QBT CJFO EJďDJMFT Ë JNQMBOUFS HÏOÏSBMFNFOU MBČBJSF EVOF TJNQMF
Ƒ  /PN UFNQPSBJSF FO BUUFOEBOU EF TVQQSJNFS MBODJFOOF DMBTTF Rational RVJ UJSBJU NBM QBSUJ EF HNQ
Ɖƈ  &O GBJU EFQVJT HDDĘę VOF GPODUJPO QSPWFOBOU EVO OPN EFTQBDF FTU BVUBOU PQUJNJTÏF RVVO NFNCSF TUBUJRVF EBOT
VOF TUSVDUVSF
ƉƉƈ
ƎƊ "NÏMJPSBUJPO EFT QFSGPSNBODFT  DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF
5Įį ƎƊ  0QUJNJTBUJPOT EF applyP  DBMDVM EF 1 ම1ң"1ඹ1ң 	TFDPOEFT

EJNFOTJPO Ɗ ƈƈƈ ƍ ƈƈƈ Ɖƈ ƈƈƈ
''-"4''1"$,ĕėė ƈƉƐ ƉƊƌ ƎƎ
''-"4''1"$,ĕęĔ ƈƈƐ ƈƍƌ ƊƋ
5Įį ƎƋ  0QUJNJTBUJPOT EF fgemm  DBMDVM EF $ > "# , Ϡ$ 	TFDPOEFT

EJNFOTJPO Ɗ ƈƈƈ ƍ ƈƈƈ Ɛ ƈƈƈ
''-"4''1"$,ĕėė 	Ϡ > 
 ƈƈƋ ƈƊƈ ƈƍƎ
''-"4''1"$,ĕėė 	Ϡ ӱ 
 ƈƈƋ ƈƊƉ ƈƍƍ
''-"4''1"$,ĕęĔ 	Ϡ > 
 ƈƈƈ ƈƈƈ ƈƈƈ
''-"4''1"$,ĕęĔ 	Ϡ ӱ 
 ƈƈƋ ƈƊƊ ƈƍƎ
CPVDMF WPJSF EPVCMF 1PVSUBOU JM Z B EF SÏFMT CJFOGBJUT Ë DFMB %VOF QBSU FYUSBJSF MFT GPODUJPOT SÏVUJMJ
TBCMFT FU MFT OPNNFS EF NBOJÒSF BQQSPQSJÏF QFSNFU EF GBDJMJUFS MB DPNQSÏIFOTJPO FU MB SÏVUJMJTBUJPO EV
DPEF EF EJNJOVFS TB UBJMMF GBDJMJUF QBSGPJT MF DJCMBHF EFT QSPCMÒNFT MPST EF EÏCPHBHF PV EF QSPĕMBHF
%BVUSF QBSU FYUSBJSF EFT GPODUJPOOBMJUÏT EVO DPEF QFSNFUUSB EF TBUUBRVFS EF NBOJÒSF j BUPNJRVF x Ë
TFT QFSGPSNBODFT FU EF MF SFOESF NPEVMBCMF #JFO TPVWFOU MB SPVUJOF QBS EÏGBVU VUJMJTÏF QBS fcopy TVS
VO WFDUFVS TFSB VOF TJNQMF CPVDMF PV VO std::copy $FQFOEBOU TVS EFT EPVCMFT OPVT QPVWPOT BVTTJ
VUJMJTFS MB GPODUJPO TUBOEBSE memcpy WPJSF VOF SPVUJOF BLAS  /PVT SFOEPOT OPUSF GPODUJPO TQÏDJBMJTÏF
QMVT HÏOÏSJRVF FU QMVT QFSGPSNBOUF
$FTU DF TUZMF EF QSPHSBNNBUJPO RVF OPVT FTTBZPOT EF NFUUSF FO VWSF ²UVEJPOT QBS FYFNQMF EBOT
MB CJCMJPUIÒRVF ''-"4''1"$, RVFMRVFT SPVUJOFT  applyP FU fscal %BOT MB QSFNJÒSF OPVT DPOTUBUPOT
EF OPNCSFVY EÏGBVUT EF DBDIF EVT Ë MB GPODUJPO fswap  OPVT ÏDSJWPOT EPOD EFVY TPVTGPODUJPOT TFMPO
RVF MPO QFSNVUF MFT MJHOFT PV MFT DPMPOOFT MF QBSDPVST EFT ÏMÏNFOUT FTU BMPST EJČÏSFOU /PVT DPOTUBUPOT
EBOT MF UBCMFBV ƎƊ MF CJFOGPOEÏ EF DF DIPJY
%BOT MF UBCMFBV ƎƋ TVJWBOU OPVT BWPOT SÏÏDSJU MB GPODUJPO fscal 	DPEF ƎƑ
 EF NBOJÒSF Ë MB HÏOÏSB
MJTFS BVY NBUSJDFT FU Ë USBJUFS MFT DBT QBSUJDVMJFST WJB EFT SFUPVST SBQJEFT $FUUF GBÎPO EF GBJSF QFSNFU EF
OF QBT QFSESF EF QFSGPSNBODFT EBOT MF DBT HÏOÏSBM 	Ë RVFMRVFT CSBODIFNFOUT QSÒT NBJT OPVT WPZPOT
RVJMT OJOUFSWJFOOFOU QBT EBOT MFT UFNQT NFTVSÏT
 UPVU FO CÏOÏĕDJBOU EFT DBT QBSUJDVMJFST &O PVUSF MB
QBSUJF EF DPEF EF fgemm MVUJMJTBOU EFWJFOU QMVT DMBJSF -PSTRVF MF QBSBNÒUSF ϟ EBOT fgemm WBVU  MPQÏ
SBUJPO TF SÏEVJU BMPST Ë $ > Ϡ$ TPJU VOF PQÏSBUJPO fscal OPVT DPNQBSPOT EPOD MFT UFNQT NJT QBS MB
SPVUJOF fgemm BWFD MF QBSBNÒUSF Ϡ Ë  NBJT BVTTJ BWFD VO QBSBNÒUSF Ϡ OPO USJWJBM /PVT BWPOT VO HBJO
EF QFSGPSNBODFT NBYJNBM QPVS Ϡ >  FU QBT EF QFSUF EF QFSGPSNBODFT EBOT MF DBT HÏOÏSBM DF RVJ WBMJEF
OPUSF DPODFQUJPO EV CMPD fscal
UGĭQNCUG<ENCTT Field>
WPKF
fscal (EPOTU Field& F, EPOTU size_t m , EPOTU size_t n,
EPOTU UZQGOCĭG Field::Element alpha,
ƍ UZQGOCĭG Field::Element * A, EPOTU size_t lda)
{




KH (lda == n)
fscal(F, n*m, alpha, A,1);
ƉƉƉ
Ǝ 0QUJNJTBUJPO EFT QFSGPSNBODFT
GNTG {
Ɖƍ HPS (size_t i = 0 ; i < m ; ++i)





$PEF ƎƑ  0QUJNJTBUJPO EF fscal  SFUPVST SBQJEFT
ĚĖė $PODMVTJPO
/PVT BWPOT NPOUSÏ RVF MB DPOTUSVDUJPO QBS CMPDT Ë UPVT MFT OJWFBVY OF TPOU QBT EF j QFUJUFT PQUJNJ
TBUJPOT MPDBMFT x FMMFT TPOU UPUBMFNFOU OÏDFTTBJSFT EÒT MB DPODFQUJPO EF MBMHPSJUINF BTTVSBOU Ë MB GPJT
HÏOÏSJDJUÏ FU FďDBDJUÏ -B DPODFQUJPO QBS CMPDT QFSNFU BVTTJ EF NJFVY PSHBOJTFS MF DPEF FO SFHSPV
QBOU DFSUBJOFT GPODUJPOOBMJUÏT 	DMBTTFT FU OPNT EFTQBDF
 FU FO FYUSBZBOU EBVUSFT 	GPODUJPOT NFNCSFT
EF DMBTTFT
 UPVU FO GBDJMJUBOU TB DPNQSÏIFOTJPO $FTU DFQFOEBOU TPVWFOU BWFD EV SFDVM BWFD EF OPV
WFBVY CFTPJOT BQSÒT EF OPNCSFVTFT j SFGBDUPSJTBUJPOT x EF DPEF PV BQSÒT VO QSPĕMBHF BUUFOUJG RVF MPO
BSSJWF Ë CJFO DFSOFS FU FYUSBJSF MFT CSJRVFT EF CBTF MFT QMVT FTTFOUJFMMFT -F DPOUSBJOUF RVF OPVT FTTBZPOT
EF EÏDSJSF JDJ FTU EÏWJUFS VOF DPODFQUJPO EV DPEF j Ë MB EFNBOEF x FU EF MB SFNQMBDFS QBS VOF DPODFQUJPO
EV DPEF j QBS CSJRVF x RVJ TFSPOU SÏVUJMJTBCMFT JOUFSDIBOHFBCMFT FU PQUJNJTBCMFT $FTU EBJMMFVST UPVU Ë
GBJU MF TUZMF EF DPEBHF RVF OPVT QSÏWPZPOT QPVS JOUÏHSFS VO QBSBMMÏMJTNF HÏOÏSJRVF EBOT -JO#PYĖĔ Pá
DFUUF DPODFQUJPO QBS CVJMEJOH CMPDL DPOEVJSB QFVUÐUSF Ë VO MBOHBHF EF QSPHSBNNBUJPO BE IPD
a
ƉƉƊ
i"OZ DPEF PG ZPVS PXO UIBU ZPV IBWFOU MPPLFE BU GPS TJY PS
NPSF NPOUIT NJHIU BT XFMM IBWF CFFO XSJUUFO CZ TPNFPOF
FMTFw
&BHMFTPOT -BX
&KDS "NÏMJPSBUJPO EF MB RVBMJUÏ EVDPEF
4PNNBJSF
ƏƉ $PNNFOU EPDVNFOUFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF                  ƉƉƌ
ƏƉƉ "OOPUFS QSPQSFNFOU FU TJNQMFNFOU MF DPEF                 ƉƉƌ
ƏƉƊ %PDVNFOUFS TJNVMUBOÏNFOU FU FďDBDFNFOU MB CJCMJPUIÒRVF QPVS MVUJMJTB
UFVS FU MF EÏWFMPQQFVS                             ƉƉƍ
ƏƉƋ 1SPMPOHFNFOUT                                ƉƉƎ
ƏƊ 3FOESF MF DPEF QMVT TßS                                 ƉƉƏ
ƏƊƉ 5FTUFS FU WÏSJĕFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF                ƉƉƏ
ƏƊƊ /PSNBMJTBUJPO EV DPEF  SPCVTUFTTF FU QÏSFOOJTBUJPO            ƉƉƑ
ƏƋ $PODMVTJPO                                       ƉƊƍ
-Į ľłĮĹĶŁ˦ EVO DPEF FTU VOF OPUJPO TVCKFDUJWF &MMF FTU DFQFOEBOU DFSUBJOFNFOU MJÏF Ë MB RVBMJUÏEV MPHJDJFM EÏWFMPQQÏ 6O DPEF CJFO TUSVDUVSÏ CJFO ÏDSJU CJFO EPDVNFOUÏ FTU VO DPEF QMVT GBDJMFË NBJOUFOJS Ë GBJSF ÏWPMVFS QMVT GBDJMF Ë QÏSFOOJTFS FU Ë EÏCPHVFS $FQFOEBOU MB UFOUBUJPO FTU
TPVWFOU GPSUF EF SBKPVUFS VO QFUJU IBDL EFDJEFMË PVCMJFS EF DPNNFOUFS TB OPVWFMMF DMBTTF OF QBT QSP
QBHFS DPNQMÒUFNFOU DFSUBJOFT NPEJĕDBUJPOT SFNFUUSF Ë QMVT UBSE MÏDSJUVSF EFT UFTUT %BOT DF DIBQJUSF
OPVT BMMPOT QSPQPTFS EFT NPZFOT QPVS SFOESF EFT DPEFT IÏUÏSPHÒOFNFOU ÏDSJUT QMVT IPNPHÒOFT FU QMVT
GBDJMFT EBDDÒT
&O FČFU QSFOPOT MB WFSTJPO ĕĕě EF -JO#PY  OPVT DPOTUBUPOT VOF EJWFSTJUÏ EBOT MB RVBMJUÏ EF DFS
UBJOT ĕDIJFST /PVT QPVWPOT FYQMJRVFS DFMB QBS MB WBSJÏUÏ EFT EÏWFMPQQFVST EF -JO#PY MF NBJOUJFO JOÏHBM
EF MFVST DPOUSJCVUJPOT 1BS FYFNQMF DPNQJMPOT MFT UFTUT EF DFUUF WFSTJPO EF -JO#PY BWFD CXX=g++-4.4
EVOF QBSU FU MF DPNQJMBUFVS CXX=icpc EBVUSF QBSU BWFD MFT PQUJPOT EF DPNQJMBUJPO QBS EÏGBVU %BOT MF
QSFNJFS DBT OPVT PCUFOPOT ƋƏƈ MJHOFT EBWFSUJTTFNFOUT UBOEJT RVF EBOT MF TFDPOE OPVT FO TPNNFT Ë
ƌƐƎ ƈƈƈ  6OF MFÎPO Ë UJSFS JNQPTF EF GPSDFS MB DPNQJMBUJPO BWFD MF QMVT QPTTJCMF EF OJWFBVY EBWFSUJTTF
NFOUT EF NBOJÒSF Ë TJNQMFNFOU OF QBT HÐOFS MVUJMJTBUFVS Ɖ
"ĕO EF TBTTVSFS EF MIPNPHÏOÏJUÏ EVO DPEF JM FYJTUF MB TPMVUJPO EF MF TPVNFUUSF Ë VOF SFWVF
$FUUF SFWVF QFVU ÐUSF DPNNVOBVUBJSF FČFDUVÏF QBS EFT QBJST DPNNF QFY EBOT 4BHF PV FČFDUVÏF
QBS RVFMRVFT QFSTPOOFT FO DIBSHF EV DPEF QBS EFT DIFGT EF QSPKFUT 	MFBEFST
 -F OPNCSF EF EÏWFMPQ
QFVST EF -JO#PY FU EFT QSPKFUT BTTPDJÏT FTU USPQ QFUJU QPVS RVF DFT TPMVUJPOT BJFOU VO TFOT "V MJFV EF
DFMB OPVT QSÏGÏSPOT BWPJS VO BDDÒT MJCSF FU SFTQPOTBCMF BVY NPEJĕDBUJPOT EV TPVSDF *M OPVT GBVU EPOD
Ɖ *NBHJOPOT FO QMVT RVF QBSNJ DFT.PEFNFTTBHFT EBWFSUJTTFNFOU MVUJMJTBUFVS DIFSDIF MB TPVSDF EVO WÏSJUBCMFNFTTBHF
EFSSFVS 
ƉƉƋ
Ə "NÏMJPSBUJPO EF MB RVBMJUÏ EV DPEF
TVQFSWJTFS MF DPEF QSPEVJU ÏUBCMJS EFT SÒHMFT QPVWPJS MFT WÏSJĕFS FU MFT DPSSJHFS  BVUPNBUJRVFNFOU
EBOT MB NFTVSF EV QPTTJCMF
$PNNFOU QPVWPOTOPVT BTTVSFS WÏSJĕFS FU NBJOUFOJS VOF DFSUBJOF RVBMJUÏ EF DPEF  /PVT QSPQP
TPOT EBCPSE 	TFDUJPO ƏƉ
 EFT NÏUIPEFT QPVS EPDVNFOUFS FďDBDFNFOU VO DPEF HÏOÏSJRVF QVJT EBOT
MB TFDUJPO ƏƊ OPVT NFUUPOT FO VWSF EJČÏSFOUFT UFDIOJRVFT BĕO EF QSPQPTFS VO DPEF QMVT TUBCMF QMVT
SPCVTUF
ěĕ $PNNFOU EPDVNFOUFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF  
1PVS MB DPOUJOVJUÏ MB NBJOUFOBODF PV MVUJMJTBUJPO EVO MPHJDJFM VOF EPDVNFOUBUJPO DMBJSF QSÏDJTF
GBDJMFNFOU EJTQPOJCMF FU VUJMJTBCMF FTU JOEJTQFOTBCMF 6O QSFNJFS QSPCMÒNF RVF OPVT SFODPOUSPOT QPVS
EPDVNFOUFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF DPOTJTUF Ë QSÏTFOUFS FU EÏDSJSF MFT DPODFQUT BJOTJ RVF MFVST
SFMBUJPOT BWFD MF DPEF FU MFT BMHPSJUINFT &O FČFU -JO#PY ÏUBOU VOF CJCMJPUIÒRVF EF NBUIÏNBUJRVFT RVJ
VUJMJTF EFT UFDIOJRVFT EF QSPHSBNNBUJPO FU EF DPODFQUJPO OPO USJWJBMFT JM FTU GBDJMF EF TZ QFSESF TBOT
VO CPO ĕM SPVHF EF CPOOFT FYQMJDBUJPOT EPDVNFOUBUJPOT SÏGÏSFODFT
/PVT BWPOT DIPJTJ EF QSPQPTFS VOF EPDVNFOUBUJPO TJUVÏF Ë EFVY OJWFBVY  BV OJWFBV EV DPEF MVJ
NÐNF QPVS MF SFOESF DMBJS FU MJTJCMF 	TFDUJPO ƏƉƉ
 NBJT BVTTJ BV OJWFBV EFT GPODUJPOOBMJUÏT EF TB TUSVD
UVSBUJPO 	TFDUJPO ƏƉƊ
 *M TBWÒSF BVTTJ RVVO VUJMJTBUFVS FU VO EÏWFMPQQFVS OF SÏDMBNFOU QBT MF NÐNF
OJWFBV EF EPDVNFOUBUJPO  MË BVTTJ OPVT GPVSOJTTPOT EFT OJWFBVY EF EPDVNFOUBUJPOT BEÏRVBUT
ěĕĕ "OOPUFS QSPQSFNFOU FU TJNQMFNFOU MF DPEF
*M OFTU EBOT DFUUF TPVTTFDUJPO SJFO EF USÒT OPWBUFVS  OPVT QSPQPTPOT TJNQMFNFOU EFT UFDIOJRVFT
QPVS DMBSJĕFS FU TUSVDUVSFS MB EPDVNFOUBUJPO JOUFSOF EV DPEF &O FČFU MFNPU DPNNFOUFS QFVU BWPJS VOF
TJHOJĕDBUJPO BNCJHVÑ /PVT VUJMJTPOT DF WFSCF EBOT MF TFOT EBOOPUFS FYQMJRVFS EÏDSJSF $PNNFOUFS VO
DPEF FTU FO RVFMRVF TPSUF VOF EPDVNFOUBUJPO JOUFSOF EV DPEF EÏEJÏF TFVMFNFOU Ë TB DPNQSÏIFOTJPO
JOUFSOF OPO Ë MFYQMJDBUJPO EFT GPODUJPOOBMJUÏT /PVT QSÏGÏSPOT BVTTJ MF UFSNF EÏTBDUJWFS EBOT MF TFOT EF
DBDIFS VO NPSDFBV EF DPEF RVF MPO B QBT FOWJF EF WPJSF EJTQBSBÔUSF QPVS EJWFSTFT SBJTPOT QBSGPJT
BČFDUJWFT TPVWFOU QBSFTTFVTFT /PVCMJPOT QBT FOĕO RVF MF QSFNJÒSF GBÎPO EF DPNNFOUFS VO DPEF DFTU
EF MÏDSJSF BWFD EFT DMBTTFT BVY OPNT ÏWPDBUFVST EFT OPNT EF GPODUJPOT FU EF WBSJBCMFT CJFO DIPJTJT
4UZMFT QSPQPTÏT EBOOPUBUJPO
$PNNFOUFS VO DPEF DPOTUJUVF VOF UÉDIF EJďDJMF Ë FČFDUVFS B QPTUFSJPSJ TJ FMMF OB QBT ÏUÏ QSPQSFNFOU
GBJUF FO QSFNJFS MJFV (MPCBMFNFOU MPST EF MB SFMFDUVSF EF DPEF VO FČPSU B ÏUÏ GBJU QPVS NFUUSF MFT
DPNNFOUBJSFT JNQPSUBOUT FO NVMUJMJHOFT 	/* comment */
 SÏTJTUBOUT Ë MJOTFSUJPO FU BV TBVU EF MJHOF
FU MFT DPNNFOUBJSFT USÒT QSÏDJT PV MPDBVY FO ĕO EF MJHOF 	// comment
 -B EÏTBDUJWBUJPO EF DPEF RVBOU
Ë FMMF FTU FČFDUVÏF WJB MF QSÏQSPDFTTFVS 
KH 0 /* pour quoi ce code est inconditionnellement désactivé */
dead_code();
GOFKH
$PEF ƏƉ  %ÏTBDUJWBUJPO EF DPEF QBS QSÏQSPDFTTFVS
6O BWBOUBHF SÏTJEF EBOT MF GBJU RVF UPVU DPEF 	NÐNF EV DPEF JNCSJRVBOU EFT DPNNFOUBJSFT
 QFVU
ÐUSF FYDMV BWFD RVFMRVFT GSBQQFT BV DMBWJFS TBOT SJFO DIBOHFS QBS BJMMFVST $FSUBJOT ÏEJUFVST EF UFYUF
	QFY WJN
 DPNQSFOOFOU DFUUF EÏTBDUJWBUJPO FU QFSNFUUFOU VO SFQMJ EF DPEF FU TB DPMPSBUJPO TZOUBYJRVF
6O EÏTBWBOUBHF SÏTJEF OÏBONPJOT EBOT MF GBJU RVF DFSUBJOT ÏEJUFVST OF MF QSFOOFOU QBT FO DPNQUF FU
BMPST MB MFDUVSF EV DPEF FTU CJFO NPJOT BJTÏF RVFO SBKPVUBOU EFWBOU DIBRVF MJHOF VO DPNNFOUBJSF TUZMF
$ 	//
 /PVT SFNBSRVPOT RVF MB EÏTBDUJWBUJPO QFSNFU BWFD VO TJNQMF grep EF SFUSPVWFS MF DPEF
NPSU QPVS MBVEJUFS FU MF TVQQSJNFS UPUBMFNFOU FOTVJUF
ƉƉƌ
ƏƉ $PNNFOU EPDVNFOUFS VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF  
4VQFSWJTJPO FU BVEJU
6O FČPSU DFSUBJO B ÏUÏ FČFDUVÏ QPVS TJNQMJĕFS FU OFUUPZFS EFT DPNNFOUBJSFT EV DPEF $FQFOEBOU
BĕO EF GBDJMJUFS MB NBJOUFOBODF EFT EJWFST DPEFT ÏDSJUT QBS EJWFSTFT QFSTPOOFT RVJ OF TPOU QMVT GPSDÏ
NFOU UPVKPVST BDUJWFT DF USBWBJM EF TVQFSWJTJPO FTU UPUBMFNFOU OÏDFTTBJSF VO DPEF ÏDSJU FTU UPVKPVST
EFTUJOÏ VO KPVS PV MBVUSF Ë ÐUSF NBJOUFOV QBS VOF BVUSF QFSTPOOF *M OZ B QBT EF NFTVSF RVF MPO QVJTTF
BQQPSUFS Ë DF USBWBJM OJ EF NFTVSF RVJ QFSNFUUF EF RVBOUJĕFS MB RVBMJUÏ EV DPNNFOUBJSF EVO DPEF
-B SFMFDUVSF EVO DPEF QBS VOF BVUSF QFSTPOOF VO USBWBJM EF SFWVF Ɗ QFSNFU DFQFOEBOU EF WBMJEFS PV
OPO MF USBWBJM EBOOPUBUJPO  TJM Z B EFT QSPCMÒNFT EF DPNQSÏIFOTJPO DFTU BMPST TPVWFOU BV SFMFDUFVS
	TVQFSWJTJPO
 EBQQPSUFS MFT DPNNFOUBJSFT QFSUJOFOUT NBORVBOUT
/PVT DPODMVPOT TJNQMFNFOU DF QBSBHSBQIF QBS MB SFNBSRVF RVVO DPEF CJFO TUSVDUVSÏ DMBJS MJTJCMF
FU BOOPUÏ FTU MF QSFNJFS QBT WFST VO DPEF TBJO GBDJMF Ë EÏCPHVFS FU Ë GBJSF ÏWPMVFS  DFTU VOF NBSRVF EF
RVBMJUÏ
ěĕĖ %PDVNFOUFS TJNVMUBOÏNFOU FU FóDBDFNFOU MB CJCMJPUIÒRVF QPVS MVUJMJTBUFVS FU MF EÏWFMPQ
QFVS
/PVT FYQPTPOT EBOT DFUUF TPVTTFDUJPO MF NPEÒMF EF EPDVNFOUBUJPO RVF OPVT BWPOT VUJMJTÏ QPVS
-JO#PY FU JOUSPEVJU EBOT(JWBSP FU ''-"4''1"$, /PVT QSPQPTPOT VOFNÏUIPEF QPVS EJTDFSOFS BJTÏNFOU
EFVY OJWFBVY EF EPDVNFOUBUJPO  DFMMF BESFTTÏF Ë MVUJMJTBUFVS HÏOÏSBM FU DFMMF BESFTTÏF Ë MVUJMJTBUFVS
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VO TVďYF _dev QPVS MF DIFNJO FU Ë EFT DPOWFOUJPOT EF DPVMFVS QSÒT

-F NPU DMFG @internal QFSNFU TJNQMFNFOU EF SFOESF VO QBSBHSBQIF EF EPDVNFOUBUJPO WJTJCMF
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FTU CJFO JOTUBMMÏF $FTU USÒT DMBTTJRVF "ĕO EF SFOESF DFT UFTUT QMVT DPOWJWJBVY QPVS MFT VUJMJTBUFVST FU
FďDBDFT QPVS MFT EÏWFMPQQFVST # %BWJE 4BVOEFST B DSÏÏ MB DJCMF make fullcheck Pá j UPVU x FTU UFTUÏ
FU B NPEJĕÏ MB DJCMF make check BĕO RVFMMF UFTUF TFVMFNFOU MJOUÏHSJUÏ EF MJOTUBMMBUJPO
$PNNF OPUSF CJCMJPUIÒRVF FTU VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF FU NÐNF TJ MF DPOUSBJSF FTU UFOUBOU JM
FTU OÏDFTTBJSF EF UFTUFS DFT BMHPSJUINFT TVS EJWFST DPSQT BWFD EJWFST UZQFT EF NBUSJDFT FU TVS EFT DBT
QBSUJDVMJFST 1BS FYFNQMF EBOT -JO#PY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-F MBOHBHF $ QSÏWPJU BVTTJ VO TZTUÒNF EFYDFQUJPOT FU MFVS SÏDVQÏSBUJPO NBJT OPVT ÏWJUFSPOT EF
MFT VUJMJTFS FO DBT EFSSFVST &O FČFU OPVT QSÏGÏSPOT MFT HBSEFS DPNNF BMUFSOBUJWF BV TZTUÒNF EF SFUVSO
TUBUVT Pá OPVT MFWPOT VOF FYDFQUJPO TVS VOF QPTTJCJMJUÏ DPOOVF FU BUUFOEVF EÏDIFD EVO BMHPSJUINF
1BS FYFNQMF OPVT QSÏGÏSPOT VO UFTU TUBUJRVF Ë GBVY RVF EF MFWFS VOF FYDFQUJPO NotImplementedYet
RVJ EPOOFSBJU Ë MFYÏDVUJPO MB TVSQSJTF  *** Error! *** \n in file āxxxā, at line yyy: the
function āzzzā is not implemented yet *** 
Ə  BWFD QBSDJNPOJF DBS OPVT WPVMPOT ÏWJUFS MFT EJSFDUJWFT QSÏQSPDFTTFVS RVJ OVJTFOU Ë MB CPOOF MFDUVSF EV DPEF
Ɛ  1BS FYFNQMF 
FGHKOG STATIC_ASSERT(X, Y) ({ \
KOU BBCUUSKDVUGBB( GSSPS(ŏassertion failed: āŏ #X ŏā (ŏ #Y ŏ)ŏ) ) static_assert(); \
( (X)?0:static_assert() ); })
ƉƉƐ
ƏƊ 3FOESF MF DPEF QMVT TßS
ěĖĕė $PODMVTJPO QSPMPOHFNFOUT
"QSÒT VOF CPOOF NBUVSBUJPO EBOT -JO#PY MB DJCMF check EF make B ÏUÏ QPSUÏF EBOT (JWBSP FU ''-"4
''1"$, %VOF QBSU OPVT BMMÏHFPOT BJOTJ MB UÉDIF EF WÏSJĕDBUJPO EF -JO#PY RVJ OB CFTPJO BMPST RVF
EF UFTUFS MF CPO JOUFSGBÎBHF WFST DFT CJCMJPUIÒRVFT  EBVUSF QBSU DFMB BQQPSUF EFT HBSBOUJFT TVS MF CPO
GPODUJPOOFNFOU EF DFT CJCMJPUIÒRVFT FMMFTNÐNFT
#JFO TßS JM NBORVF FODPSF EF OPNCSFVY FČPSUT EJNQMBOUBUJPO OPUBNNFOU EF OPNCSFVY UFTUT DPS
SFTQPOEBOU Ë EFT BMHPSJUINFT OPO UFTUÏT PV EFT DPOĕHVSBUJPOT EF UFNQMBUF OPO JOTUBODJÏFT PV DPOOVFT
QPVS ÏDIPVFS
*M NBORVF BVTTJ EFT UFTUT RVJ WÏSJĕFOU RVF MFT CJCMJPUIÒRVFT RVF OPVT EÏWFMPQQPOT ÏDIPVFOU j HSB
DJFVTFNFOU x MË Pá FMMFT MF EFWSBJFOU QBS FYFNQMF FO WÏSJĕBOU RVVOF 	MB CPOOF
 FYDFQUJPO B ÏUÏ MFWÏF
*M FYJTUF DFQFOEBOU EFT WÏSJĕDBUJPOT RVJ TPOU QPVS MF NPNFOU JNQPTTJCMF QBS FYFNQMF WÏSJĕFS BV
UPNBUJRVFNFOU MB CPOOF VUJMJTBUJPO EF MB GPODUJPO FTQÏSÏF 4PJU QBS FYFNQMF MFSSFVS TVJWBOUF 6OF
DMBTTF LinBox::myField IÏSJUF EVOF BVUSF FFPACK::myField RVJ SFEÏĕOJU init BWFD VO BSHVNFOU
Givaro::Integer TBOT SBQQFMFS MB GPODUJPO JOJU EF CBTF 	PVCMJ EF using Father_t ::init ;
 #JFO
RVF OÏDFTTBJSF Ë MB DPODFQUJPO HÏOÏSJRVF EVO DPSQT DFUUF GPODUJPO FTU DFQFOEBOU FOWJSPO EJY GPJT QMVT
MFOUF RVVO init TVS VO double EBOT FFPACK::Field $PNNFOU SFNPOUFS TZTUÏNBUJRVFNFOU KVTRVË
DF HFOSF Ej FSSFVST x  *M GBVU EÏKË TFO SFOESF DPNQUF  1PVS DFMB OPVT BWPOT QSPQPTÏ VO TZTUÒNF EF
CFODINBSLT 	TFDUJPO ƎƉ
 "VUSF TPMVUJPO JM GBVESB QSPĕMFS j Ë MB NBJO x MF DPEF 1PVS DFMB PO QFVU
VUJMJTFS HQSPG BWFD MPQUJPO -pg QBTTÏF Ë H 	QBTTÏF BVUPNBUJRVFNFOU TJ -JO#PY FTU DPOĕHVSÏF BWFD
--enable-profiling
 0O QFVU BVTTJ VUJMJTFS MPVUJM callgrind EF WBMHSJOE FU VOF JOUFSGBDF HSBQIJRVF
DPNNF ,$BDIFHSJOE QPVS TF SFQÏSFS QMVT GBDJMFNFOU EBOT MBSCSF EFT BQQFMT
ěĖĖ /PSNBMJTBUJPO EV DPEF  SPCVTUFTTF FU QÏSFOOJTBUJPO
$FUUF TFDUJPO TBUUBDIF Ë EÏDSJSF MFT DIPJY FČFDUVÏT QPVS SFOESF MF DPEF EVOF CJCMJPUIÒRVF QMVT SP
CVTUF -FT CVUT BďDIÏT TPOU EF MB SFOESF QMVT GBDJMF Ë QBDLBHFS QPVS MFT EJTUSJCVUJPOT -JOVY MF DPEF QMVT
GBDJMF Ë BQQSÏIFOEFS PV Ë NPEJĕFS QMVT TUBCMF FU QMVT QPSUBCMF /PVT BWPOT CFTPJO EVO DPEF TUBOEBSE
TUSVDUVSÏ IPNPHÒOFNFOU TFMPO DFSUBJOFT DPOWFOUJPOT %VOF QBSU OPVT EFWPOT MFT EÏDSJSF DMBJSFNFOU
EBVUSF QBSU QPVWPJS TBTTVSFS RVFMMFT TPOU SFTQFDUÏFT OPVT EFWPOT DFQFOEBOU ÏWJUFS RVF DFT SÒHMFT OF
EFWJFOOFOU USPQ DPOUSBJHOBOUFT FO FO JNQPTBOU QBS FYFNQMF VO NJOJNVN QPTTJCMF FU FO MFT SFOEBOU
TVQFSWJTBCMFT BVUPNBUJRVFNFOU
ěĖĖĕ 4UBOEBSEJTBUJPO EV DPEF
-B TUBOEBSEJTBUJPO EV DPEF RVF OPVT BWPOT FOUSFQSJTF BďDIF QSJODJQBMFNFOU EFVY PCKFDUJGT 
 QFSNFUUSF VOF NFJMMFVSF QPSUBCJMJUÏ EV DPEF 	FOUSF BSDIJUFDUVSFT
 
 SFOESF MF DPEF QMVT SPCVTUF
3FOESF EV DPEF QPSUBCMF DFTU SFTQFDUFS MFT OPSNFT EV $ UPVU FO QSFOBOU FO DPNQUF MFT TQÏ
DJĕDJUÏT EFT EJWFST DPNQJMBUFVST 1PVS DFMB VOF QSFNJÒSF ÏUBQF DPOTJTUF Ë VUJMJTFS MFT NÏDBOJTNFT
EBWFSUJTTFNFOUT EFT DPNQJMBUFVST 1PVS DPNNFODFS QBS EÏGBVU TFVM -Wall FTU BDUJWÏ FO NPEF
--enable-warning=yes OPVT SBKPVUPOT QPVS HDD MFT PQUJPOT -Wextra -Wno-unused-parameter FU
FO NPEF --enable-warning=full MFT PQUJPOT -Wuninitialized -Wconversion -Wcast-qual -ansi
-pedantic -Wshadow -Wpointer-arith -Wcast-align -Wwrite-strings -Wno-long-long "WFD JDD
PO SBKPVUFSB QBS FYFNQMF -Wcheck $FMB B FOUSBÔOÏ VO JNQSFTTJPOOBOU OPNCSF EBWFSUJTTFNFOUT RVJM B
GBMMV SÏEVJSF Ë 	QSFTRVF
 [ÏSP %BOT MF DBT EF -JO#PY DPNNF DFUUF CJCMJPUIÒRVF JODMVU EJSFDUFNFOU EV
DPEF EF (JWBSP FU ''-"4''1"$, MF NÐNF USBJUFNFOU B ÏUÏ BQQMJRVÏ Ë DFT CJCMJPUIÒRVFT $FMB B DPOEVJU Ë
VOF GBDUPSJTBUJPO EFT configure.ac FU EFT NBDSPT *.m4 EBOT MF SÏQFSUPJSF macros/ FU BJOTJ EPOD Ë VOF
NFJMMFVSF NBJOUFOBODF EF DFT NÏDBOJTNFT "V QBTTBHF DF NÐNF UZQF EBWFSUJTTFNFOUT B ÏUÏ BQQMJRVÏ
BV TZTUÒNF EF Makefile DF RVJ B QFSNJT EF NFUUSF Ë KPVS MFT DPOWFOUJPOT PCTPMÒUFT EF NPEFSOJTFS VOF
QBSUJF EV DPEF MJÏ BVY BVUPUPPMT FU EF TVQQSJNFS CPO OPNCSF EF NFTTBHFT EBWFSUJTTFNFOU MPST EF MB
DPOĕHVSBUJPO QBS FYFNQMF
ƉƉƑ
Ə "NÏMJPSBUJPO EF MB RVBMJUÏ EV DPEF
&OTVJUF UFTUFS DF DPEF BWFD EJČÏSFOUT DPNQJMBUFVST SFOE MF DPEF FODPSF QMVT SPCVTUF $FMB QFSNFU
BVTTJ EF EÏUFDUFS MFT FSSFVST QSPEVJUFT QBS MFT DPNQJMBUFVST 1BS FYFNQMF MF DPNQJMBUFVS HDDĘĘę OF
EÏĕOJU QBT VO long int DPNNF VO UZQF TUBOEBSE  EBOT DF DBTMË PO TJOHVMBSJTFSB MF DPEF QPVS DFUUF





 KH ( __GNUC__==4 && __GNUC_MINOR__==4 && __GNUC_PATCHLEVEL__==5 )
ƍ // code for gcc-4.4.5 on non x86_64 machines where long is not an intX_t type.
UGĭQNCUG<ENCTT T>




$PEF ƏƋ  4QÏDJBMJTBUJPO EV DPEF QPVS DFSUBJOT DPNQJMBUFVST
%BOT MF UBCMFBV ƏƉ OPVTNPOUSPOT FO FYFNQMF MÏWPMVUJPO EF MB QSJTF FO DIBSHF Ƒ EFT DPNQJMBUFVST BV
ĕM EFT ÏWPMVUJPOT SÏDFOUFT EF -JO#PY 	FU (JWBSP ''-"4''1"$,
 TVS EFT BSDIJUFDUVSFT x86 FU x86_64 -F
TVQQPSU EF OWDD OÏDFTTJUF EF TÏSJFVTFT NPEJĕDBUJPOT 	SFOPNNFS MFT .C FO .cpp PV .cc QBTTFS DFSUBJOFT
PQUJPOT BWFD MF TXJUDI -Xcompiler FUD

5Įį ƏƉ  ²WPMVUJPO EF MB QSJTF FO DIBSHF EFT DPNQJMBUFVST EBOT -JO#PY






















'JOBMFNFOU OPVT SFOEPOT MF DPEF QMVT SPCVTUF FO PCÏJTTBOU BVY OPUBUJPOT TUBOEBSET 1SFOPOT QBS
FYFNQMF MF DBT EFT UZQFT FOUJFST -B CJCMJPUIÒRVF -JO#PY QSPQPTF MFT FOUJFST BSCJUSBJSFNFOU MPOHT WJB
(JWBSP 	RVJ FVYNÐNFT TPOU XSBQQÏT EFQVJT HNQ
 BJOTJ RVF EFT FOUJFST NBDIJOFT TJHOÏT PV OPO -F
ĕDIJFS stdint.h QFSNFU EVUJMJTFS EFT UZQFT TUBOEBSET RVJ SFNQMBDFOU int32 PV int64 QSÏDÏEFNNFOU
EÏĕOJT EBOT integer.h FU DPOTUSVJUT Ë MB DPNQJMBUJPO 0O VUJMJTF EPOD MFT UZQFT TUBOEBSET UintX_t BWFD
X ҙ |8, 16, 32, 64~ FU UA  PV Au %F QMVT PO HÏOÏSBMJTF MFT FOUJFST OPO TJHOÏT size_t EBOT VOF VUJMJTBUJPO
FO UBOU RVF UBJMMF  BWFD ÏWFOUVFMMFNFOU TB WBSJBOUF TJHOÏF ssize_t
3FNBSRVF$PNNFEBOT MB CJCMJPUIÒRVFòTQNWHQV PO QPVSSBJU BVTTJ VUJMJTFS VO UZQF JOEJDF index_t
RVJ FTU EÏĕOJ DPNNF typdef uint32_t index_t $FMB QFSNFUUSBJU OPUBNNFOU EF OF QBT VUJMJTFS EFT
JOEJDFT USPQ HSBOET 	Ǝƌ CJUT
 BMPST RVF MFT UBJMMFT EFT WFDUFVST TPOU SBSFNFOU QMVT HSBOEFT RVF   ·
 
Ƒ  4FMPO MFT WFSTJPOT EF -JO#PY MF DPNQJMBUFVS HDDĘĖ QFVU QSPEVJSF EV NBVWBJT DPEF
ƉƊƈ
ƏƊ 3FOESF MF DPEF QMVT TßS
ěĖĖĖ 4USVDUVSBUJPO EV DPEF  RVFMRVFT DPOWFOUJPOT
1PVS EPOOFS VOF VOJUÏ Ë OPUSF CJCMJPUIÒRVF EF DBMDVM 	JDJ MFT QSPKFUT -JO#PY ''-"4''1"$, PV(JWBSP

VOF TUSVDUVSBUJPO EFT ĕDIJFST TPVSDFT B ÏUÏ FOHBHÏF $FMB QBTTF QBS EFT DPOWFOUJPOT EFT TUZMFT EFO
UÐUF FU EF QJFE EF QBHF /PVT QFOTPOT RVVO TUZMF EF ĕDIJFS QSPQSF FU DPIÏSFOU QFSNFU EF GBDJMJUFS MB
NBJOUFOBODF FU MB MJTJCJMJUÏ EV TPVSDF
ěĖĖė -FT MJDFODFT
5PVU EBCPSE DFT CJCMJPUIÒRVFT TPOU QVCMJÏFT EBOT MF EPNBJOF QVCMJD TPVT VOF MJDFODF MJCSF  MB -(1-
Ɗƈ KVTRVF -JO#PYĕĖĖ ''-"4ĕĘė QVJT -(1-ƊƉ Ɖƈ PV VMUÏSJFVSF QPVS MFT WFSTJPOT TVJWBOUFT EF -JO#PY
FU ''-"4 -B CJCMJPUIÒRVF (JWBSP FTU RVBOU Ë FMMF TPVT VOF MJDFODF $F$*--# ƉƉ
4VJUF Ë EFT QSPCMÒNFT ƉƊ EF QBRVFUBHF VO FČPSU B ÏUÏ GBJU QPVS SFOESF -JO#PY FU ''-"4''1"$, FO
SÒHMF QBS SBQQPSU Ë MFVS MJDFODF -FT QSPCMÒNFT NBKFVST ÏUBJFOU  EFT ĕDIJFST TBOT MJDFODF TBOT BVUFVS
TBOT DPQZSJHIU PV BWFD EFT MJDFODFT EJWFSTFT *M B EPOD Eß GBMMPJS GBJSF VO j HSBOE NÏOBHF x 1PVS OF QBT
BWPJS Ë SÏQÏUFS DF USBWBJM USÒT GBTUJEJFVY OPVT BWPOT EÏDJEÏ EF SFOESF IPNPHÒOF MFT FOUÐUFT EF UPVT MFT
ĕDIJFST FO TVJWBOU MFT SFDPNNBOEBUJPOT EFT MJDFODFT (/6 ƉƋ 5PVT MFT FOUÐUFT TPOU EPOD TJNJMBJSFT BV
DPEF Əƌ
/* Copyright (C) <+years+> the members of the LinBox group
* Written by <+someone+> < <+her mail+> >
*
* This file is part of the LinBox library.
ƍ *
* ========LICENCE========
* LinBox is free software: you can redistribute it and/or modify
* it under the terms of the GNU Lesser General Public
* License as published by the Free Software Foundation; either
Ɖƈ * version 2.1 of the License, or (at your option) any later version.
*
* LinBox is distributed in the hope that it will be useful,
* but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
* MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU
Ɖƍ * Lesser General Public License for more details.
*
* You should have received a copy of the GNU Lesser General Public
* License along with this library; if not, write to the Free Software





$PEF Əƌ  .FOUJPO MPOHVF EF MB MJDFODF EF -JO#PY
$IBRVF ĕDIJFS QVCMJÏ NFOUJPOOF EPOD VO DPQZSJHIU MF OPN EF MB MJDFODF MB NFOUJPO j BOZ MBUFS
WFSTJPO x FU MFT ĕDIJFST COPYING FU COPYING.LESSER DPOUJFOOFOU MFT UFYUFT EFT MJDFODFT OÏDFTTBJSF Ë MFVS
DPNQSÏIFOTJPO6OEÏMJNJUFVS ========LICENCE======== QFSNFU FTTFOUJFMMFNFOU EF GBDJMJUFS MF USBWBJM
EVO TDSJQU MPST EVO ÏWFOUVFM DIBOHFNFOU EF WFSTJPO FU TVSUPVU EF WÏSJĕFS RVF UPVT MFT ĕDIJFST EJTUSJCVÏT
QPSUFOU VOF MJDFODF 
Ɖƈ  7PJS http://www.gnu.org/licenses/lgpl-2.1.html
ƉƉ  7PJS MF UFYUF Ë MBESFTTF http://www.cecill.info/licences/Licence_CeCILL-B_V1-fr.html $FUUF MJDFODF TF SBQ
QSPDIF EVOF MJDFODF #4% FU OF TFSBJU QBT DPNQBUJCMF BWFD MB (1- 4B EÏDMJOBJTPO A$ FTU QBS DPOUSF DPNQBUJCMF BWFD MB -(1-
ƉƊ  QBS FYFNQMF MF CPHVF https://bugzilla.redhat.com/show_bug.cgi?id=529466
ƉƋ  DG http://www.gnu.org/licenses/licenses.html
ƉƊƉ
Ə "NÏMJPSBUJPO EF MB RVBMJUÏ EV DPEF
3FNBSRVF $F UFYUF FTU MPOH FU HBTQJMMF EF MB QMBDF  BV NPJOT QPVS MFT ÏEJUFVST RVJ OF QMJFOU QBT
BVUPNBUJRVFNFOU DF DPEF /PVT BWPOT EPOD QSPQPTÏ EF DIBOHFS MB NFOUJPO FOUSF MFT EÏMJNJUFVST QBS
MF DPEF Əƍ
* ...
* This file is part of the LinBox library.
*
* LinBox is free software.
ƍ * <+LinBox is licenced under the GNU LGPL 2.1 or any later version. See the
* files COPYING and COPYING.LESSER in the source directory for more
* information about the licence.+>
*/
$PEF Əƍ  -JDFODF SBDDPVSDJF
*M OF SFTUF BMPST RVË SFNQMBDFS MF UFYUF FOUSF MFT NBSRVFVST <+ FU +> MPST EF MB DSÏBUJPO EFT TPVSDFT
Ë EJTUSJCVFS 	make dist
 QBS MFOUÐUF USBEJUJPOOFM SFDPNNBOEÏ 	DPEF Əƌ
 $FU FOUÐUF EF ĕDIJFS FTU
NPJOT EJTUSBZBOU
ěĖĖĘ "SDIJUFDUVSF EFT öDIJFST





ƍ * @ingroup monmodule
* @brief courte description





/* vim/emacs formatting lines */
$PEF ƏƎ  .PEÒMF EVO ĕDIJFS TPVSDF .h
-FT HBSEFT TPOU MB DPODBUÏOBUJPO EV QSÏĕYF __LINBOX_ EVO JEFOUJĕBOU VOJRVF FO NJOVTDVMF BWFD
DPNNF TÏQBSBUFVS VOF FTQBDF TPVMJHOÏF _ FU EV TVďYF _H _INL TFMPO MFYUFOTJPO $FT HBSEFT POU VOF
EPVCMF VUJMJUÏ %VOF QBSU DF QSÏĕYF VOJRVF BTTVSF MJODMVTJPO EV ĕDIJFS EFOUÐUF DBS JM OFTU QBT EÏ
ĕOJ EBOT VOF BVUSF CJCMJPUIÒRVF $F GVU QBS FYFNQMF MF DBT EV USPQ HÏOÏSBM blackbox/transpose.h
RVJ EÏĕOJTTBJU TJNQMFNFOU VO TRANSPOSE_H EÏĕOJ QBS BJMMFVST %BVUSF QBSU QPVS SFOESF MB HBSEF GB
DJMFNFOU HSFQQBCMF CJFO DPNQSÏIFOTJCMF FU VOJRVF MF ĕDIJFS linbox/solutions/solve.h BVSB QBS
FYFNQMF Ɖƌ DPNNF HBSEF __LINBOX_solutions_solve_H $FMB QFSNFU QBS FYFNQMF EF EJČÏSFOUJFS MFT
ĕDIJFST blackblox/dense.h FU matrix/dense.h
Ɖƌ  1PVS NÏNPJSF MF QFUJU TDSJQU TVJWBOU SÏQPOE Ë DFUUF SÒHMF 
US ā[:upper:]ā ā[:lower:]ā | US -cs ā[:alnum:]ā ā_ā |
TGF ās/\([a-z]*\)_\(.*\)_\([a-z]*\)_/_\U\1\E_\2_\U\3\E_/gā
ƉƊƊ
ƏƊ 3FOESF MF DPEF QMVT TßS
3FNBSRVF"VTTJ QPVS ÏWJUFS MFT EÏĕOJUJPOT NVMUJQMFT OPVT BWPOT DIPJTJ EF OPNNFS VOF EÏĕOJUJPO
MPDBMF __LBX_XXX 	FU Ë MB ĕO EF DIBRVF ĕDIJFS PO USPVWF VO #undef __LBX_XXX
 BMPST RVVOF EÏĕOJUJPO
HMPCBMF FTU QSÏĕYÏF QBS __LINBOX_ %F DFUUF NBOJÒSF UPVUFT MFT EÏĕOJUJPOT HMPCBMFT TPOU QSÏĕYÏFT EF MB
NÐNF NBOJÒSF
'JOBMFNFOU FO EÏCVU EF DPEF MF DPNNFOUBJSF EPYZHFO 	@file...
 BQQPSUF VOF EFTDSJQUJPO EV
ĕDIJFS QPVS FO BWPJS VOF WVF EFOTFNCMF  RVFMMF VUJMJUÏ RVFMMFT DMBTTFT FU GPODUJPO GPVSOJFT QPVS RVFM
VTBHF FUD  
ěĖĖę 4UZMF EF DPEBHF
6O TUZMF EF DPEBHF FTU QSPQPTÏ EFQVJT EFT BOOÏFT TVS MF TJUF JOUFSOFU EF -JO#PY EBOT MB TFDUJPO EÏ
WFMPQQFNFOU NBJT EF OPNCSFVY ĕDIJFST OF MF SFTQFDUBJFOU QBT *M OFTU QBT USÒT JNQPSUBOU FO TPJ RVF
DFSUBJOFT BDDPMBEFT OF TPJFOU GFSNÏFT TVS MB CPOOF MJHOF PO QPVSSBJU NÐNF EJSF RVF EF SFDIFSDIFS Ë
BQQMJRVFS TUSJDUFNFOU MFT SÒHMFT EF QMBDFNFOU EFT BDDPMBEFT FTU VOF QFSUF EF UFNQT WPJSF VOF FSSFVS
$FQFOEBOU JM FTU JNQPSUBOU RVF MF DPEF FO HÏOÏSBM SFTQFDUF EFT SÒHMFT ÏUBCMJFT FU RVF UPVT MFT QSPHSBN
NFVST j KPVFOU MF KFV x %FT CPOOFT SÒHMFT EF TUZMF EF DPEBHF EPOOFOU VOF VOJUÏ Ë VO QSPKFU FU GBDJMJUFOU
TB MFDUVSF
1PVS TVJWSF EPOD MFT SFDPNNBOEBUJPOT EF TUZMF EF DPEBHF FU SFOESF DF TUZMF IPNPHÒOF EBOT MB CJ
CMJPUIÒRVF UPVUF FOUJÒSF UPVT MFT ĕDIJFST TF UFSNJOFOU QBS MFT MJHOFT TVJWBOUFT 	DPEF ƏƏ
 DPNQSÏIFO







ƍ // c-basic-offset: 8
// End:
// vim:sts=8:sw=8:ts=8:et:sr:cino=>s,f0,{0,g0,(0,\:0,t0,+0,=s
$PEF ƏƏ  4UZMFT EF DPEBHF QPVS 7JN FU &NBDT
*M FYJTUF VOFNVMUJUVEF EF TUZMFT EF ĕDIJFS FU EF DPOWFOUJPOT ƉƎ OPVTNPOUSPOT JDJ RVFMRVFT FYFNQMFT
EV GPSNBUBHF WPVMV USÒT QSPDIF EV TUZMF -JOVY 	,3 BWFD IVJU FTQBDFT EJOEFOUBUJPO
 (MPCBMFNFOU
OPVT FTTBZPOT EF DPEFS BWFD EV CPO TFOT TBOT SFMJHJPO TUSJDUF  OPVT QSPQPTPOT DFQFOEBOU RVFMRVFT
SÒHMFT /PVT ÏWJUPOT MFT JOEFOUBUJPOT USPQ QSPGPOEFT MFT JOTUSVDUJPOT NVMUJQMFT TVS VOF MJHOF MFT NPS
DFBVY EF DPEFT EJďDJMFT Ë MJSF -FT BDDPMBEFT SFOEFOU MFT DPEFT QMVT TßST FU MJTJCMFT 	TBVG ÏWFOUVFMMFNFOU
QPVS MFT JOTUSVDUJPOT UFOBOU TVS VOF MJHOF
 FU GBDJMJUFOU MF QMJBHF EF DPEF *M WBVU NJFVY SBKPVUFS EFT FT
QBDFT QPVS OF QBT SFOESF MF DPEF USPQ EFOTF Ë MJSF -F QBSFOUIÏTBHF JNQMJDJUF FTU TPVSDF EFSSFVST -FT
WBSJBCMFT VUJMJTFOU EF QSÏGÏSFODF QMVTJFVST DBSBDUÒSFT MFVS OPN FTU ÏWPDBUFVS -FT GPODUJPOT TPOU EF QSÏ
GÏSFODF OPUÏF FO TUZMF DBNFM$BTF ƉƏ PV BQQSPDIÏ FU MFT WBSJBCMFT EV QSÏQSPDFTTFVS TFSPOU FONBKVTDVMFT
TVS QMVTJFVST DBSBDUÒSFT 	ÏWJUFS TVSUPVU MFT _[A-Z] RVJ QFVWFOU ÐUSF EÏĕOJT QBS BJMMFVST OPUBNNFOU TVS
MFT BSDIJUFDUVSFT TPMBSJT 
 %BOT MFT ÏOVNÏSBUJPOT MFT MJTUFT FUD VO BMJHOFNFOU TVS MFT TZNCPMFT & PV =
QBS FYFNQMF QFVU MFT SFOESF QMVT MJTJCMFT
6O ĕDIJFS linbox/template.h B ÏUÏ DSÏÏ QPVS SÏTVNFS FOUSF BVUSFT DFT DPOWFOUJPOT EBOT VO
FYFNQMF *M QFVU TFSWJS EF NPEÒMF QPVS MB DSÏBUJPO EVO OPVWFBV ĕDIJFS
4J DPNNF OPVT MBWPOT EJU QMVT IBVU OPVT OBMMPOT QBT DIFSDIFS UPVUFT MFT BDDPMBEFT NBM GFSNÏFT
PV PVWSJS QPVS SÏJOEFOUFS UPVT MFT ĕDIJFST EV QSPKFU OPVT BWPOT DFQFOEBOU ÏDSJU EF QFUJUT TDSJQUT RVJ
QFSNFUUFOU EF DPSSJHFS BVUPNBUJRVFNFOU PV EV NPJOT EÏUFDUFS DFSUBJOFT FSSFVST 	DPEF ƏƉƊ

Ɖƍ  $FQFOEBOU CJFO RVF USÒT QSPDIFT DFT GPSNBUT OF TPOU QBT UPVU Ë GBJU ÏRVJWBMFOUT
ƉƎ  QFY http://www.kernel.org/doc/Documentation/CodingStyle PV http://wiki.qt-project.org/Coding_
Style FU TVJWBOUT 	Coding_Conventions API_Design_Principles  

ƉƏ  DIBU.PU NPUT FO NJOVTDVMFT TBOT FTQBDF OJ FTQBDF TPVMJHOÏ EÏCVUBOU QBS VOF NBKVTDVMF TBVG MF QSFNJFS
ƉƊƋ
Ə "NÏMJPSBUJPO EF MB RVBMJUÏ EV DPEF
OCĭGTQCEG LinBox {
ŔŔŔŔŔŔŔŔUGĭQNCUG<ENCTT T>









$PEF ƏƐ  4UZMF EF DPEBHF  GPODUJPOT

















ƍ GNTG { /* cas non a */
ŔŔŔŔŔŔŔŔnon_a();
}




$PEF ƏƉƈ  4UZMF EF DPEBHF  JGFMTF
TXKUEJ (b) {















# Use Vim to indent properly a (list of) file(s)
vim -E -s $1 <<-ENDMSG
:args $1 | argdo execute ŏnormal gg=Gŏ | update
ƍ ENDMSG
$PEF ƏƉƊ  &YFNQMF EBVUPNBUJTBUJPO EF SFTQFDU EFT SÒHMFT
ěė $PODMVTJPO
%BOT DF DIBQJUSF OPVT BWPOT EVOF QBSU NPOUSÏ DPNNFOU EPDVNFOUFS BJTÏNFOU HSÉDF BV QSP
HSBNNF EPYZHFO VOF CJCMJPUIÒRVF HÏOÏSJRVF  EPDVNFOUBUJPO USBOTWFSTBMF QBS HSPVQFT FU NPEVMFT
TUSVDUVSBUJPOT EF MB EPDVNFOUBUJPO FO GPODUJPO EFT VUJMJTBUFVST *M FTU FO FČFU FTTFOUJFM EF EPDVNFO
UFS VO DPEF FďDBDFNFOU EF NBOJÒSF Ë DF RVF MF OPVWFM VUJMJTBUFVS TF SFUSPVWF GBDJMFNFOU DPNQSFOOF
MB TUSVDUVSBUJPO FU MFT EÏQFOEBODFT EBOT MB CJCMJPUIÒRVF DFSOF TFT GPODUJPOOBMJUÏT 6OF CPOOF EPDV
NFOUBUJPO BJOTJ RVVOF BOOPUBUJPO QSPQSF EV DPEF FTU VOF QSFNJÒSF ÏUBQF WFST VO DPEF NBJOUFOBCMF
ÏWPMVUJG FU EÏCPHBCMF %BVUSF QBSU OPVT BWPOT NPOUSÏ DPNNFOU DPNCJOFS EJWFSTFT UFDIOJRVFT BĕO EF
TBTTVSFS EVOF RVBMJUÏ EF DPEF $FMB QBTTF QBS VO FOTFNCMF EF UFTUT IPST FU Ë MJOUÏSJFVS EV DPEF SÏTJ
EBOU TVS MJOTUBODJBUJPO FČFDUJWF EV DPEF NBJT BVTTJ MPST EF TPO FYÏDVUJPO &O BNPOU MB RVBMJUÏ EV DPEF
FTU BTTVSÏF QBS VOF OPSNBMJTBUJPO FU EFT SÒHMFT QPVS MFTRVFMMFT OPVT BWPOT EFT TDSJQUT RVJ WÏSJĕFOU MFVS
CPO VTBHF FU BTTVSFOU IPNPHÏOÏJUÏ FU SPCVTUFTTF EV DPEF *OEJSFDUFNFOU EPDVNFOUBUJPO FU SPCVTUFTTF
EV DPEF MF SFOEFOU TUBCMF FU QÏSFOOF
&O QSBUJRVF EBOT -JO#PY ''-"4''1"$, FU (JWBSP OPVT BWPOT SFTUSVDUVSÏ MB EPDVNFOUBUJPO FU BVH







i"MXBZT DPEF BT JG UIF HVZ XIP FOET VQ NBJOUBJOJOH ZPVS
DPEF XJMM CF B WJPMFOU QTZDIPQBUI XIP LOPXT XIFSF ZPV MJWFw
.BSUJO (PMEJOH
$PODMVTJPO FU QFSTQFDUJWFT
"ĽĿˬŀ ľłĮŁĿĲ BOOÏFT EF UIÒTF RVBWPOTOPVT SÏFMMFNFOU BQQPSUÏ FU RVFM QSPMPOHFNFOUT Ë DFTUSBWBVY QPVWPOTOPVT SBJTPOOBCMFNFOU BUUFOESF  /PVT EÏDSJWPOT EBOT MFT QSPDIBJOT QBSBHSBQIFT RVFMMFT SÏQPOTFT OPVT BQQPSUPOT FU RVFMMFT QFSTQFDUJWFT OPVT QSPQPTPOT
5PVU EBCPSE OPVT BWPOT DPOÎV EÏWFMPQQÏ FU VUJMJTÏ EFT PVUJMT RVJ OPVT POU QFSNJT EF SÏQPOESF
Ë MB RVFTUJPO j DPNNFOU PSEPOOFS FďDBDFNFOU VO BMHPSJUINF EF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF Ë MB 4USBT
TFO  x (SÉDF BV EÏWFMPQQFNFOU EF OPNCSFVY PVUJMT FU EÏUVEFT QSÏDJTFT EF DPNQMFYJUÏ OPVT BWPOT
QFSNJT EF SÏBMJTFS VOF NVMUJQMJDBUJPO SBQJEF FO QMBDF 1VJT OPVT BWPOT FTTBZÏ QMVT MPJO  OPVT BWPOT
EÏWFMPQQÏ EFT PVUJMT QPVS SFDIFSDIFS EF NFJMMFVST BMHPSJUINFT RVF DFMVJ EF 8JOPHSBE .BMHSÏ MB
QVJTTBODF EFT PSEJOBUFVST Ë EJTQPTJUJPO MB TJUVBUJPO OB HVÒSF DIBOHÏ EBOT MFT EFSOJÒSFT EÏDFOOJFT
	<#%&;ƉƊ 0.Ɖƈ $#)ƉƉ>
 4J OPVT OBWPOT QBT OPO QMVT QFSNJT EF USPVWFS EF NFJMMFVST BMHPSJUINFT
QPVS MFT QFUJUFT UBJMMFT BV NPJOT OPVT BWPOT DFQFOEBOU EÏWPJMÏ MB QFSTQFDUJWF EVUJMJTFS EFT GPSNVMFT
BQQSPDIÏFT QPVS BDDÏMÏSFS MB SPVUJOF fgemm &O PVUSF VOF OPVWFMMF QFSTQFDUJWF RVJ TPVWSF EBOT MF EÏ
WFMPQQFNFOU EF -JO#PY FTU MB DSÏBUJPO EF TPMVUJPOT EPOU VOF NÏUIPEF FTU inPlace FU RVJ DIFSDIF Ë
SÏEVJSF j BV NBYJNVN x UPVU FO HBSEBOU VOF DPNQMFYJUÏ j SBJTPOOBCMF x MB NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF
BMMPVÏF MPST EF MFYÏDVUJPO EF DFUUF TPMVUJPO DFT QSPCMÒNFT SFTUBOU Ë EÏĕOJS
4J MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT EFOTFT FTU FTTFOUJFMMF QPVS MB GBNJMMF EFT BMHPSJUINFT j QBS CMPDT x
MB NVMUJQMJDBUJPO EF NBUSJDFT DSFVTFT FU EF 	CMPDT EF
 WFDUFVST EFOTFT FTU FMMF FTTFOUJFMMF QPVS MFT BM
HPSJUINFT #PÔUF/PJSF /PVT BWPOT ÏUVEJÏ MFT EJWFST GPSNBUT EF TUPDLBHF QPVS DFT NBUSJDFT DSFVTFT FU
FO BWPOT FYUSBJU EF OPVWFBVY GPSNBUT IZCSJEFT QFSGPSNBOUT TVS MFT BOOFBVY ;ҦN; /PVT BWPOT BVTTJ
FYQMPSÏ EFT UFDIOJRVFT EF QBSBMMÏMJTBUJPO 	NVMUJĕMT TVS NVMUJDVST NBTTJWFNFOU NVMUJĕMT TVS DBSUFT
HSBQIJRVFT
 RVJ OPVT POU QFSNJT EBDDÏMÏSFS TJHOJĕDBUJWFNFOU MPQÏSBUJPO 4Q.7 FU FO BWPOT EÏNPO
USÏ MB QVJTTBODF EBOT MFYFNQMF EV DBMDVM EV SBOH 6OF JOUSPEVDUJPO HÏOÏSJRVF FU USBOTQBSFOUF EF DFT
BDDÏMÏSBUFVST FTU VOF RVFTUJPO RVJ SFTUF HSBOEFNFOU Ë FYQMPSFS EBOT MPQUJRVF EF -JO#PYĖĔ
-B SFNBSRVF USJWJBMF DPOTJTUBOU Ë EJSF RVF DFUUF PQÏSBUJPO EF NVMUJQMJDBUJPO FTU MPQÏSBUJPO EF CBTF
FO BMHÒCSF MJOÏBJSF OPVT B QFSNJT EF NJFVY DFOUSFS -JO#PY BVUPVS EF TFT QSPCMÒNFT E"1* FO GBJTBOU EF
DFUUF PQÏSBUJPO VOF TPMVUJPO VO CMPD EF CBTF /PVT BWPOT BMPST EÏHBHÏ EJWFST QSJODJQFT  DPODFQUJPO
EF MB CJCMJPUIÒRVF QBS CSJRVFT EF CBTF NPEVMBCMFT FU JOUFSDIBOHFBCMFT FU DFDJ EBOT MF CVU OPO TFVMF
NFOU EF DPOTFSWFS WPJSF BDDSPÔUSF TJ DFMB FTU RVBOUJĕBCMF MB HÏOÏSJDJUÏ EF OPT CJCMJPUIÒRVFT NBUIÏ
NBUJRVFT NBJT BVTTJ EBNÏMJPSFS MFVST QFSGPSNBODFT $FUUF NPEVMBSJTBUJPO QFSNFU BVTTJ EF CÉUJS EFT
CJCMJPUIÒRVFT BWFD MF QSJODJQF DPODFWPJS QPVS DIBOHFS  DIBOHFS EBMHPSJUINFT EJNQMBOUBUJPOT EF NP
EÒMF EF DBMDVM
ƉƊƑ
Ə $PODMVTJPO FU QFSTQFDUJWFT
%BOT MF QSPKFU EV EÏWFMPQQFNFOU EF MB CJCMJPUIÒRVF -JO#PY WFST TB WFSTJPO ĖĔ OPVT BWPOT BCPSEÏ
EJWFST QSPCMÒNFT EF DPODFQUJPO 
 EÏĕOJUJPO DMBJSF FU TUSVDUVSÏF EFT NBUSJDFT FU EFT WFDUFVST 
 TUBOEBSEJTBUJPO OPSNBMJTBUJPO EV DPEF QPVS TB QÏSFOOJTBUJPO 
 BHFODFNFOU FU BQQSPGPOEJTTFNFOU EF MB EPDVNFOUBUJPO 
 NFJMMFVSF DPVWFSUVSF EFT UFTUT QPVS VOF CJCMJPUIÒRVF EFOUÐUFT 
 TZTUÒNF EF NFTVSF EF QFSGPSNBODFT QFSNFUUBOU VOF BVUPPQUJNJTBUJPO EF MB CJCMJPUIÒRVF FU VOF
WJTVBMJTBUJPO EF TFT QFSGPSNBODFT
 
-B SPVUF FTU FODPSF MPOHVF WFST -JO#PYĖĔ FU VO HSPT USBWBJM EJOHÏOJFSJF FU EF SFDIFSDIF FTU FODPSF
OÏDFTTBJSF NBJT OPVT BWPOT DPOUSJCVÏ Ë FO QPTFS MFT CBTFT FU Ë GBDJMJUFS MB USBOTJUJPO WFST OPT OPVWFMMFT
BUUFOUFT /PVT WPVMPOT DFSUFT FTTFOUJFMMFNFOU DPODFWPJS VOF VUJMJTBUJPO USBOTQBSFOUF FU NPEVMBJSF EFT
BSDIJUFDUVSFT QBSBMMÒMFT WJB EFT CMPDT 1## 	QBSBMMFM CVJMEJOH CMPDT DG LBBQJ *OUFM¥ 5## ƉƐ 5IVSTU ƉƑ MF QSP
KFU "/3 IQBD Ɗƈ
 .BJT TJ DFT BDDÏMÏSBUJPOT WJB MFT OPVWFMMFT BSDIJUFDUVSFT QBSBMMÒMFT TPOU UFOUBOUFT OPVT
QPVWPOT BVTTJ OPVT QFODIFS TVS EFT RVFTUJPOT UFMMFT MB SÏEVDUJPO EF MB UBJMMF EFT FYÏDVUBCMFT 	<#+ƉƉ>

PV VOF NFJMMFVSF BVUPPQUJNJTBUJPO EF OPT CJCMJPUIÒRVFT 	<%.7,ƈƐ -%5ƈƑ>

a
ƉƐ  DG http://threadingbuildingblocks.org/
ƉƑ  DG http://code.google.com/p/thrust/
Ɗƈ  EFTDSJQUJPO FU BWBODFNFOU TVS http://hpac.gforge.inria.fr/
ƉƋƈ
*OEFY
*OEFY EFTNPUT DMFGT EF DFUUF UIÒTF -FT QBHFT FO




)FSNJUF                            ƑƐ
NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF           WPJS
NVMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF
SFTUFT DIJOPJT                       Ƒƍ
SÏTPMVUJPO EF TZTUÒNFT               ƑƑ
"5* $MPTF UP .FUB4USFBN        WPJS MBOHBHFT
#
CFODINBSLT                       ƉƈƊoƉƈƏ
CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
DV41"34&                    ƍƊ ƎƏ Ʊƭ
EPYZHFO              ƉƉƍoƉƉƎ ƫƬƭ ƫƬƯ
''-"4''1"$,      ƌ Ư ƉƋ Ưƫ ƯƱ ƯƳ Ʊƭ
ƏƐ ƐƈoƐƊ ƑƊoƑƍ ƉƈƉ ƉƈƎ ƉƈƑ ƉƉƈ
ƫƫƪ ƉƉƉ ƉƉƍ ƉƉƎ ƉƉƑoƉƊƉ
òTQNWHQV            ƍƉ ƍƋoƎƏ Ʊƭ ƫƬƪ
'-*/5               Ʈ ƱƲ Ƒƍ ƑƎ ƳƳ ƫƪƬ
GQMMM                          Ư Ʋƪ ƫƫƪ
HBMFU                 ƉƐoƊƈ Ɗƌ ƊƏ ƊƑ
(JWBSP    ƌ Ư ƫƭ ƱƬ ƏƐ ƐƈoƐƊ Ƒƍ ƉƈƎ
ƉƈƐ ƉƉƈ ƫƫƪ ƉƉƍ ƉƉƎ ƫƫƲ ƉƉƑoƉƊƉ
HNQ              Ư ƱƲ Ƒƍ ƫƫƪ HNQƉƊƈ
HOVQMPU                  ƉƈƋ Ɖƈƌ ƉƈƏ
HSBQIWJ[                            Ƭƪ
*.-                    Ư Ɛƈ Ƒƍ ƑƑ ƫƪƲ
-JO#PY  Ʈ ƍ ƫƮ ƏƏoƑƈ ƑƏoƑƑ ƉƈƊoƉƈƑ
ƉƉƋoƉƊƋ
NĘSJ                  ƫƭ ƋƎ Ɛƍ ƐƎ Ƒƈ
.BQMF                            Ư ƬƮ
/5-                    Ʈ Ư ƳƲ ƫƪƫ ƫƪƲ
0TLJ                             ƎƉ ưƱ
4BHF                   Ư Ʋƫ ƳƲ ƫƪƬ ƫƫƭ
45-                    ƱƱ Ɛƌ ƐƎ Ʋư ƑƏ
WBMHSJOE                  ƉƈƎ ƉƉƏ ƉƉƑ
$
$$                        WPJS MBOHBHFT
DMBOH                     WPJS DPNQJMBUFVST
DPNQJMBUFVST
DMBOH                             ƉƊƈ
FLPQBUI                           ƉƊƈ
HDD         Ưƫ ƲƬ ƫƪƫ ƫƫƪ ƫƫƳ ƉƊƈ ƫƬƪ
JDD                         Ưƫ ƫƫƳ ƉƊƈ
OWDD                           ƎƊ ƉƊƈ
DPODFQUJPO MPHJDJFMMF
CMPDT EF CBTF               ƳƱ ƉƈƏoƉƉƊ
DPOUSÙMFVSoNPEVMFT                 ƑƉ
QBUSPO NPEÒMFWVFDPOUSPMMFVS       ƌƋ
QBUSPO TUSBUÏHJF                     ƑƉ
$VEB                          WPJS MBOHBHFT
DV41"34&       WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
%
EPDVNFOUBUJPO                    ƉƉƌoƉƉƏ
EPYZHFO                WPJS CJCMJPUIÒRVFT 
MPHJDJFMTEPDVNFOUBUJPO
&
FLPQBUI                   WPJS DPNQJMBUFVST
'
''-"4''1"$,   WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
òTQNWHQV      WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
'-*/5           WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT





  WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
HBMFU 	KFV
                  WPJS KFV EF HBMFU
HDDH                   WPJS DPNQJMBUFVST
(JWBSP          WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
HNQ           WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
HOVQMPU         WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
HSBQIWJ[        WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
*
JDDJDQD                   WPJS DPNQJMBUFVST
*.-            WPJS CJCMJPUIÒRVFT  MPHJDJFMT
JOTUSVDUJPOT 4*.%                ƌ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+ 4ZNC $PNQVU ƌƉ 	ƊƈƈƎ
 Q ƎƊƉoƎƋƊ
$JUÏ Ë MB Q ƑƑ
<8JFƐƎ> % ) 8JFEFNBOO 4PMWJOH TQBSTF MJOFBS FRVBUJPOT PWFS ĕOJUF ĕFMET *&&& 5SBOTBDUJPOT
PO *OGPSNBUJPO ćFPSZ ƋƊ 	ƉƑƐƎ
 OP Ɖ Q ƍƌoƎƊ
$JUÏ Ë MB Q ƎƑ
<8JOƏƉ> 48JOPHSBE0ONVMUJQMJDBUJPO PG ƊYƊNBUSJDFT -JOFBS"MHFCSB BOE"QQMJDBUJPOƌ 	ƉƑƏƉ

Q ƋƐƉoƋƐƐ
$JUÏ BVY Q ƉƉ FU ƉƊ
<81%ƈƉ> 3 $8IBMFZ " 1FUJUFU  + + %POHBSSB"VUPNBUFE FNQJSJDBM PQUJNJ[BUJPOT PG TPęXBSF
BOE UIF "5-"4 QSPKFDU 1BSBMMFM $PNQVUJOH ƊƏ 	ƊƈƈƉ
 OP ƉoƊ Q ƋoƋƍ




5JUSF  .VMUJQMJDBUJPO NBUSJDJFMMF FóDBDF FU DPODFQUJPO MPHJDJFMMF QPVS MB CJCMJPUIÒRVF EF DBMDVM
FYBDU -JO#PY
3ÏTVNÏ %BOT DFNÏNPJSF EF UIÒTF OPVT EÏWFMPQQPOT EBCPSE EFTNVMUJQMJDBUJPOTNBUSJDJFMMFT
FďDBDFT /PVT DSÏPOT EF OPVWFBVY PSEPOOBODFNFOUT RVJ QFSNFUUFOU EF SÏEVJSF MB UBJMMF EF
MB NÏNPJSF TVQQMÏNFOUBJSF OÏDFTTBJSF MPST EVOF NVMUJQMJDBUJPO EV UZQF 8JOPHSBE UPVU FO
HBSEBOU VOF CPOOF DPNQMFYJUÏ HSÉDF BV EÏWFMPQQFNFOU EPVUJMT FYUFSOFT BE IPD 	KFV EF HBMFUT

Ë EFT DBMDVMT ĕOT EF DPNQMFYJUÏ FU Ë EF OPVWFBVY BMHPSJUINFT IZCSJEFT /PVT VUJMJTPOT FOTVJUF
EFT UFDIOPMPHJFT QBSBMMÒMFT 	NVMUJDVST FU (16
 QPVS BDDÏMÏSFS FďDBDFNFOU MB NVMUJQMJDBUJPO
FOUSF NBUSJDF DSFVTF FU WFDUFVS EFOTF 	4Q.7
 FTTFOUJFMMFT BVY BMHPSJUINFT EJUT CPÔUF OPJSF FU
DSÏPOT EF OPVWFBVY GPSNBUT IZCSJEFT BEÏRVBUT
&OĕO OPVT ÏUBCMJTTPOT EFT NÏUIPEFT EF EFTJHO HÏOÏSJRVF PSJFOUÏFT WFST MFďDBDJUÏ OPUBN
NFOU QBS DPODFQUJPO QBS CSJRVFT EF CBTF FU WJB EFT BVUPPQUJNJTBUJPOT /PVT QSPQPTPOT BVTTJ
EFT NÏUIPEFT QPVS BNÏMJPSFS FU TUBOEBSEJTFS MB RVBMJUÏ EV DPEF EF NBOJÒSF Ë QÏSFOOJTFS FU
SFOESF QMVT SPCVTUF MF DPEF QSPEVJU $FT NÏUIPEFT TPOU BQQMJRVÏFT FO QBSUJDVMJFS Ë MB CJCMJP
UIÒRVF EF DBMDVM FYBDU -JO#PY
.PUTDMÏT  BMHÒCSF MJOÏBJSF FYBDUF NBUSJDFT DSFVTFT 4Q.7 NBUSJDFT EFOTFT NVMUJQMJDBUJPO
NBUSJDJFMMF EFOTF KFV EF HBMFU PSEPOOBODFNFOUT QBUSPOT EF DPODFQUJPO CJCMJPUIÒRVF NB
UIÏNBUJRVF HÏOÏSJRVF
5JUMF &óDJFOU NBUSJY NVMUJQMJDBUJPO BOE EFTJHO GPS UIF FYBDU MJOFBS BMHFCSB MJCSBSZ -JO#PY
"CTUSBDU 8F ĕSTU FYQPTF JO UIJT NFNPJS FďDJFOU NBUSJY NVMUJQMJDBUJPO UFDIOJRVFT 8F TFU VQ
OFX TDIFEVMFT UIBU BMMPX VT UP NJOJNJ[F UIF FYUSB NFNPSZ SFRVJSFNFOUT EVSJOH B 8JOPHSBE
TUZMF NBUSJY NVMUJQMJDBUJPO XIJMF LFFQJOH UIF DPNQMFYJUZ DPNQFUJUJWF *O PSEFS UP HFU UIFN
XF EFWFMPQ FYUFSOBM UPPMT 	QFCCMF HBNF
 UJHIU DPNQMFYJUZ DPNQVUBUJPOT BOE OFX IZCSJE BM
HPSJUINT ćFO XF VTF QBSBMMFM UFDIOPMPHJFT 	NVMUJDPSF $16 BOE (16
 JO PSEFS UP BDDFMFSBUF
FďDJFOUMZ UIF TQBSTF NBUSJYoEFOTF WFDUPS NVMUJQMJDBUJPO 	4Q.7
 DSVDJBM UP CMBDLCPY BMHP
SJUINT BOE XF TFU VQ OFX IZCSJE GPSNBUT UP TUPSF UIFN
'JOBMMZ XF FTUBCMJTI HFOFSJD EFTJHO NFUIPET GPDVTJOH PO FďDJFODZ FTQFDJBMMZ WJB CVJMEJOH
CMPDL DPODFQUJPOT PS TFMGPQUJNJ[BUJPO 8F BMTP QSPQPTF UPPMT GPS JNQSPWJOH BOE TUBOEBSEJ[
JOH DPEF RVBMJUZ JO PSEFS UP NBLF JU NPSF TVTUBJOBCMF BOE NPSF SPCVTU ćJT JT JO QBSUJDVMBS
BQQMJFE UP UIF -JO#PY DPNQVUFS BMHFCSB MJCSBSZ
,FZXPSET FYBDU MJOFBS BMHFCSB TQBSTFNBUSJY 4Q.7 EFOTFNBUSJY GBTU NBUSJYNVMUJQMJDBUJPO
QFCCMF HBNF TDIFEVMJOHT EFTJHO QBUUFSOT HFOFSJD NBUIFNBUJDT MJCSBSZ
